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| _ HAUPTAUFSÄTZE 
Über die MT eststärke des Fisherschen Testes 


“ Von Hans Richter in Haltingen, Kreis Lörrach 

Bei festen Marginalien einer 2X2-Tafel, die das Ergebnis der Anwendung zweier Bearbeitungs- 
verfahren widerspiegelt, und bei Vorgabe einer Signifikanzschranke a für die Anwendung des Fisherschen 
Testes ist die Teststärke Pe allein abhängig von einem Parameter &, der die Überlegenheit des neuen Be- 
arbeitungsverfahrens über das alte charakterisiert. Der Test besitzt einen zu & gehörigen Unempfindlich- 
keits-£-Bereich0 SE <E,. Für Ps und &, werden Formeln abgeleitet, die für große Werte der Marginalien 
einfache Approximationen gestatten. Jedoch ist auch für kleine Werte der Marginalien die Approwimalion 

für &, noch ausreichend. = 
j Considering a 2X 2 table with Meet marginal totales showing the-result if two different ways of treat- 
ment are applied, and assigning a significance level & for the Fisher test, the power of the test P& depends 
_ upon a single parameter & characterizing the superiority of the new treatment to the old one. The test has 
a &-range of insensibility O<ES E, due to a. Formulae are derived that permit simple approximations 

for large values of the marginal totals. Yet, the approwimation for &, is sufficient even for small values 
of the marginal totals. 
Soit donne une 2x 2-table aux marginales fixes, qui reprösente le resultat de l’application de deux 

procedes differenis, et une borne de significance & pour lV’application du test de Fisher; alors la force du 
test Pg depend d’un seul parametre &, qui est caracleristigue pour la swp£riorite du proc&de nouvel en 
comparaison du vieux. Il y a un interval d’insensibilitE SEE, pour le test, dependant de x. On 
derive des formules pour Pe et &, qui permettent des approwimations simples, quand les valeurs des margi- 
nales sont grandes. Cependant ceite approximation est encore suffisante pour &,, quand les valeurs des 
marginales sont petites. 
Ilpu naunusıx MmapruHanmax HeKoTopoü 2 x 2-TAÖJTHIEI, BKOTOPOH IPencTaBıteHkt pesyas- 
TATbI IPHMeHeHUA ABYX METOAOB OÖcHeNOBAHHS, H IIPH BANAHHBIX FPAHHYHBIX SHAYEHNAX & 
AA Kpurepus Dumepa BepoaTtHocTh P: 3ABMUCHT TOJIBKO OT ONHOrO HApamerpa &, Xxapak- 
TepusylIMeroO IPEeHMyINeCTBO HOBOTO METONA OÖcIenoBaHns Hay crapsım. Bepoatnoctu Ps 
- COOTBETCTBYET OOANACTb HEYYBCTBUTENBHOCTH 0 <E<E,, BaBucaman OT a. Beisonartca hop- 
Myası zua Ps u &,, KOTOpsIe mpHm ÖOJBIEHX SHAYeHHAX MAPTUHANUÄ MOIyCKAMT IPOCTBIe 
_  aumpoRCHManunm. OnHaro Aa &, 9Ta AIMPORCHMAIHA MOCTATOUHO TOYHA U B CJLYYAe MAJIeHb- 
—_  KUX SEngeHnE MaPprHHasnü. 


$1. Problemstellung 

- Bei der ion: des Bearbeitungsverfahrens (resp. der Heilmethode o. ä.) A auf m 
‘* dem Experiment ununterscheidbare Individuen einer Gesamtheit möge sich bei «a Stück 
Erfolg und bei e=m— a ein Mißerfolg zeigen. Dagegen liefere die Anwendung des Ver- 
fahrens B auf n Individuen d Erfolge und den—b Mißerfolge, so daß sich die Tafel 1 Ba 


late! 
Miß- 
| Hrtolg erfolg | total 


ei set die Bezeichnung so gewählt, daß b/n > a/m ist, so daß eine scheinbare Überlegenheit 
N Methode b erscheint. Zur Prüfung der Nullhypothese Hs, daß 4 und B at in Wahrheit 


ent, daß bei vorgegebenen Marginalien m, n und r die vorstehende durch Be Wert von a 


legte Belegung der 2x2-Tafel nur durch zufällige Verteilung der insgesamt r Erfolge 
 Mißerfolge auf die beiden Zeilen der Tafel entstanden ist. Offenbar ist 


a 


14 
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Bei V. ee einer Signifikanzschranke & wird nun ein a,(m, n, r, &) möglichst groß‘; so bestimmt, 
daß 


> P(m,n,r;a)<a 
a<da, 


ist („einseitiger Test‘) und die Nullhypothese nur dann verworfen, wenn das beobachtete 
as a, Ist. 


«ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß 4, verworfen wird!), obwall H, richtig ist; «& ist. 
also eine Irrtumswahrscheinlichkeit. Ein Irrtum bei Anwendung des Tests ist aber auch dann 
gegeben, wenn H, falsch ist, aber trotzdem nicht verworfen wird. Nehmen wir zur Beurteilung 
dieser Irrtumswahrscheinlichkeit an, daß wir die Überlegenheit von B über A durch einen 
stetigen Parameter £ charakterisieren können, so daß &=0 Gleichwertigkeit, &>0 Über- 
legenheit von B und &<0 Unterlegenheit von B bedeutet?). Weiter sei € so beschaffen, daß 
die Wahrscheinlichkeit, daß «<a, wird, bei festen Werten von m, n,r und a nur noch von & 
abhängt. Dann wächst diese Wahrscheinlichkeit P; naturgemäß monoton mit &, so daß sich 

schematisch der in Bild 1 gezeigte Verlauf ergibt. Definitionsgemäß ist P:-o = a. 


et 


% 


0 = 5, 5 


Bild 1. Teststärke Bild 2.-Irrttumswahrscheinlichkeit 


Entsprechend zu der oben definierten „‚Einseitigkeit‘‘ des Testes präzisieren wir jetzt H, 
zu der Hypothese, daß B nicht überlegen ist, daß also £&<0 gilt. Mit der Wahrscheinlichkeit P. 
wird nun H, verworfen, was im Bereich £>0 zu Recht geschieht, für &<0 aber einen Irrtum 
darstellt. Damit ergibt sich für jedes & eine Irrtumswahrscheinlichkeit /; für die Begehung 
eines Irrtums bei Anwendung des Tests, die von Bild 1 zu Bild 2 führt; RAligh 


I:=P: für E<(, 
I: =1—P: für E>0. 


Hat man « sehr klein gewählt, so wird die Irrtumswahrscheinlichkeit für die den Wert Null 
nur wenig überschreitenden & sehr groß; d.h. nur große Werte von £, also starke Überlegenheit 
; von Büber A, kann genügend sicher erkannt werden. Dafür ist aber die Irrtumswahrseheinlich- 
keit im Bereiche € < 0 sehr klein, und dies ist für die Praxis entscheidend, da auf jeden Fall 
vermieden werden muß, daß man auf Grund des Testes fälschlich auf eine Überlegenheit von B 
schließt. Je sicherer man also darin gehen will, ein schlechteres B nicht irrtümlich als besser 
zu beurteilen, desto größer muß die Überlegenheit von B sein, um überhaupt erkannt zu werden. 
Die zur Beurteilung dieser Verhältnisse maßgebliche Funktion P; wird daher „‚Teststärke“ 
(engl. power of the test) genannt. 


B= Betrachten wir nun wieder Bild 2, so sehen wir, daß es genau ein &,> 0 gibt, für das da wor > le 
I; den Wert « annimmt. Die & außerhalb des Intervalles 0 < &< £, werden also durch den a 
E - Test mindestens mit der gleichen Sicherheit erkannt, mit der man den Test durch Vorgabe 


von & zur Anwendung bringt. Dagegen ist der Test für die & innerhalb dieses reelle BER 2 7 


hi 


2) Wegen 4 der Diskontinuität von a sei & so gewählt, daß genau z Pim, 
aa, a ea 
?:) Ein & mit den Bann Eigenschaften wird in $3 angegeben werden. 


ee Richter, Über die Teststärke des Fisherschen Testes 199 


Gehen wir beifesten Marginalien von einem x zueinem & > «über, soliegt die entsprechende 
Kurve P£ überall oberhalb von P;, damit also I: für die &>0 stets unterhalb von I: Wir 
haben also: 

Is, = I:, =& 
und 
| Ve Is, ; 
Ist nun «= x(m,n,r; &,) die monoton mit wachsendem £, fallende Umkehrfunktion von 
y(m,n,r;&), so wird: 
Is, > x (m, n,r; &) 
und 
1 <x(m,n,r;&); 
wofür wir auch schreiben können: 
Is>xt{m, nr; 8), false —E,, 
l<x(m,n,r; &), falls £r. 
Diese Abschätzungen können bei Unkenntnis von P; als Ersatz benutzt werden. 

Unsere Aufgabe besteht nun darin, einen Parameter & mit den oben geforderten Eigen- 

schaften als Maß für die Überlegenheit von Büber A zu finden und dann P: und £, zu berechnen. 


$?2. Das Modell der Grundanzahlen 
Geht man von der in $ 1 angegebenen kombinatorischen Vorstellung für die Konstruktion 

des Fisherschen Testes aus, und will man nun eine verschiedene Wirksamkeit der Ver- 
fahren A und B in Rechnung stellen, so ist klar, daß man nicht mehr die r Erfolge beliebig auf 
die beiden Zeilen der Tafel verteilen kann. Es kann ja vorkommen, daß ein Individuum, das 
bei B Erfolg zeigte, bei A einen Mißerfolg liefert. E.S. Pearson und M.Merringto n?) 
haben daher die angegebene Konzeption dahingehend verallgemeinert, daß angenommen wird, 
daß unter den N Individuen einige mit den Grundanzahlen 

X sowohl bei 4, als auch bei B, 

-W bei A, aber nicht bei B, 

Y bei B, aber nicht.bei 4, 

Z weder bei A, noch be» B 
einen Erfolg liefern. An die Stelle der obigen 2x2-Tafel tritt daher eine 2x4-Tafel (vgl. 
Tafel 2), aus der Tafel 1 vermöge 


Taf el 2 
B [mins] 8 [men B || total 
RK 
B 
total | 


ae = Tb tyc=yt2,d=ew+t3,r=X+w+Yy,s=Z+Y 4%, durch 
Konzentration entsteht. Pearson und Merrington haben dabei zur Vereinfachung 
W = 0 angenommen, so daß die Nullhypothese einfach Y =0 wird. Entsprechend wird Tafel 2 
zu einer 2 x 3-Tafel. Zu vorgegebenen Werten von X und Y gehört dann eine Menge von 
2 x 3-Tafeln, die je durch x, und y, festgelegt werden und deren zugehörige konzentrierte 
2 x 2-Tafeln entweder durch den Test verworfen werden oder nicht. Die Summe der Wahr- 
scheinlichkeiten aller zur Verwerfung führenden 2 x 3-Tafeln liefert eine Funktion P(X, Y), 
die die Teststärke angibt und die für einige Fälle berechnet wurde. 

Der Nachteil dieser Betrachtungsweise liegt auf der Hand: 

1. An die Stelle einer charakteristischen Größe & treten 2, im allgemeinen Falle W#0 


sogar 3. 
2. Die Be narfeten: Parameter sind prinzipiell nicht aus einem Experiment zu ermitteln, 


‚da stets nur die 2 x 2-Tafel beobachtet werden’ kann. 


Der praktische Wert von P(X, Y) ist daher ein beschränkter; immerhin erhält man An- 


Harspankt z.B. für die Mindestgröße von N, die zur Entscheidung mit Hilfe des Tests im 


praktisch gegebenen Falle notwendig 1865 
3) E.8. Pearson und M. Merrington, 2x2 tables. The power function of the test on a 
andomized experiment. Brametrike 35, 8. 331— 345 (1948). \ 


. 
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$3. Das Modell der ET vahrscheintichkei@gt 2 RER SER" Sa 
Bekanntlich ist es möglich, den Fisher schen Test abweichend von $ 1 in einer anderen IE 
Weise zu begründen, die zunächst als umständlicher erscheint, deren Verallgemeinerung aber 

zu einfachen Resultaten führen wird. Hierzu nehmen wir an, daß die beiden als identisch voraus- 
sesetzten Bearbeitungsverfahren A und B bei jedem der vorgelegten Individuen mit der Wahr- 
scheinlichkeit p zum Erfolg führen. Unter Vorgabe von m und n, nicht aber von r, ist. dann die 
Wahrscheinlichkeit für die Entstehung der Tafel 1: EN a 


Pla, b, c, 9-)(e".): Betr). . = nn 


Die Wahrscheinlichkeit Q(r), daß dabei gerade die Marginalie r entsteht, wird also: 


on= Pad.) -a—p Il), ")- ru: DEE € Be 


a+b=r 


Aus (2) und (3) erhalten wir durch Division sofort die Wahrscheinlichkeit P(m, n, r; a) fürde 
Entstehung der Tafel 1 bei Festlegung aller Marginalien: x 


ml E°® 


was ersichtlich mit (1) übereinstimmt. Im Gegensatz zu $1 ist aber-hier die völlige Identität 
von A mit B gar nicht nr sondern nur die Übereinstimmung der zugehörigen Erfolgs- re 
wahrscheinlichkeiten. de 

Nehmen wir nun rs an, daß A und B die resp. Erfolgswahrscheinlichkeiten Pa 
und pz haben, so wird entsprechend bei vorgegebenen Werten von m und n: 


PER 9-(M)(,*,) DR N TE ee Br: 5: 


Hieraus ergibt sich dann: 


Or)= 5 Pla,b,c,d) h | Be SR N 
N a+b=r 3 i , ) : 3 = 
$ DE \ RE Eee a \ 
ee ee 
g Pı PR ka > 1 VA ee! x Rn a 
i Wir führen nun den Parameter & ein durch die Gleichung | >  ERaTErg OR 
Bi Re fe Ba RE re 
: 1-1, REISENE BI 
es & hat in der Tat die Eigenschaft, daß es die Überlegenheit von B über 4A er N RR 
Pr gilt bei p, = Py, &>0 bei Pp>Pı und. E20 bei B 
. . Pz up FE -Bild3 Beh in einem Pas FRE 


0,9 a 
Hr E Wahrscheinlichkeit Dim n,r,a; DR BR i 
91 Überlegenheit € ine den en n und FIR 
07 


KERN 
EROSESBESNN 


en ee 


017 02 03 04 05 06 07 08 09 10 
h Bild 3. Linien konstanten € 


Signifikanz 
7 (m, N, 7, 


Pe(m, n,r;a) = fe ()(, 
Ba ay’\r 


Wir sehen, daß in der Tat, wie gefordert, bei. Vorgaill x 
von & abhängt, das SSzeE von den Marginalien 
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ne 1950 Richte r, Über die Teststärke des Fisherschen Testes 201 


bemerkenswerte Nebenergebnis, daß die Linien konstanter Teststärke in einem p, —Pz 
Diagramm unabhängig von den Marginalien und von «sind, die lediglich die Beschriftung dieser 
at Linien beeinflussen. Diese Tatsache wurde von Pearson und Me errington a.a.0. 
bereits auf Grund ihrer’ numerischen Ergebnisse vermutet. Sie gilt aber, wie wir nun sehen, 
bei der von ihnen benutzten Betrachtungsweise exakt nur für große Werte der Marginalien, für 
welche ja die beiden Betrachtungsweisen gegeneinander konvergieren. 


$ 4. Der Zusammenhang der beiden Modelle 


Es erscheint vom logischen Standpunkte aus als wünschenswert, noch schärfer klarzu- 
stellen, was die beiden in $2 und $3 dargestellten Modelle gemeinsam haben und worin sie “ 


.. unterscheiden. In $2 wurde angenommen, daß jedes der N-Individuen a priori „weiß“, 

PR? welcher Sorte es gehört. Statt dessen stellten wir uns in $3 auf den Standpunkt, daß a Es 

alle Individuen gleichartig sind, und daß die Unterscheidung erst durch die Anwendung der 
- —  Bearbeitungsverfahren getroffen wird. Dabei ist diese Entscheidung wahrscheinlichkeits- 

K theoretisch aufzufassen: Sie hängt von unkontrollierbaren Unterschieden der Individuen und 


von statistischen Störungen während der Anwendung der Bearbeitungsverfahren ab. Wollen 


5 wir zum besseren Vergleich möglichst analog zu Pearson und Merrington vorgehen, so 
FE können wir unser Modell so formulieren, daß jedes Individuum mit den Wahrscheinlichkeiten 
er Pz» Po, P, und p; mit p5 +Po +Py +P; = 1 in den dort angegebenen Klassen X, W, YundZ 
Rn liegt. Die Wahrscheinlichkeit, die Tafel2 zu erhalten, ist dann: 

= m! n! . ut tw yYıt Yyatz 
2 Pf, %, W, Wa, Yıs Yar 21, 23) = TERPATBERETR. 377 BE BEE NATETE (9), 
# Jetzt summieren wir aber nicht bei festen Marginalien X, W, Y und Z der 2\,x 4-Tafel, sondern 
; bei fester Marginalie r der 2 x 2-Tafel; d.h. über alle 8 Variable im Gebiete 

3 x tw ty rt =m 

Fi tw tp tar —Nn 

R rn» twtNn-r. 

: Dies kann leichter dadurch geschehen, daß zunächst über das Gebiet 

ES, > (fa t+w=a 

en. G“G=)u tya=r—a 

= = wt2,=en—r-+a 

De a Ben bu 

= : und später über alle a summiert wird. Dabei liefert die Summation über @„ die Wahrschein- 


ii lichkeit für die Entstehung der Belegung der konzentrierten 2 x 2-Tafel. Es ergibt sich in 
= = ‚der Tat: 


€ ri x x = r 25 Pla Yir 2) 


G s 
a 
N 32 a\[m-a\[(r-qa n-r+a . m£ıt 2% » ma-2ı tw . my ta tr-0 . ymtNn-r-w- Yı 
in er ee nern 
Dar a, di 1 1 


- 
ee EEE 


. 7 


> Pat Pu = PA Mtm=Pps _, 
x RR, +P —=1— 9 und tm lm 
0 genau mit (4) übereinstimmt, so daß die Fort- 
etzung Sa chnung wie in $ 3 geschieht. Da- 
mitist der ! Zusammenhang der Be Modelle 


En 


e ‚Berechnung der Teststärke Ey 


für P. Die Wahl I der ’ n 
Baar aus der Eors 
a 


u 


a 
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derung der Ganzzahligkeit von Gy. Aus diesen eh kann man noch die entsprechenden} Kur ven 
für I: "zeichnen, worauf hier verzichtet werde. Die zugehörigen Empfindlichkeitsschranken : sind: 


&, = 0,77 für & = 0,328 RE 
&, = 2,40 für & = 0,089 - RE ee 
& Al DEI, 012: ea 
| Bei größeren Werten der Marginalien können wir | a) h Te > durch die Normalverteilung wat 3 
eg), Be en le 
\ m W - j 20% er 2 TR ce . Dr 
- (7) a = = e ee a en 
Be; mit 5 De Bee 
| e; mnpl—Pp) ; r a 
N 2 m ale a 1, 11 2 u 
h; a u und o© NEE bi 2=% ” ) Su 
j | « 
| X ersetzen. Unter Verzicht auf eine Diskontinuitätskorreklur ist dann approximaliv a 2 
5 N ) f Ag a ei NN >; Be BER Be 
i ea (dead / i \ BEN 
Be, BE le 54 ge da Er 
E ORHN j : ET ie 
” 4 $ P: (m, n, T, &) aa IT TER BERGER 1 RER, #3 (12), Eh. A j 
E Re : rates (a—7)’— as 
N e da &; 
® ax BZ 
wobei aber & absolut nicht zu groß sein  dart, damit der Fehler in der Öpprospyaupn (10) m nicht 
Be. zu sehr betont wird. ir 
B*: Aus (12) erhalten wir nun sofort: © Et Na I 1% eg Fe. ö 
BE ee, ee 
2 ’ f (4 2 -to°&)® Ui . 
Ti j ; 1) e 20 y S d N & y r$ 
| Pe(m, n, r, = EEE RER BEruR i ER 
N U TE OAE)E Del En ee e 
| E ae 5 | da FE RER { 
ART STE EN N 


und damit schließlich : 


P:(m, Us &) I DR} . 


als Funktion von £. 


Wir können nun auch leicht eine Naher für ER Empfind d 
gewinnen. Wegen Po =& Er sich Ja aus a in Anbetracht. von a. 
Ungeradheit von © (y): | ES RR 235 


ie 
Tau 
Bas 


rv 


‚und damit 


ir sehen wieder, daß bei kleinem «a, d.h. kleinem a,, de de “m 
zugunsten der größeren Sicherheit in der Anwendung is 1 


Um nun die Abhängigkeit der Empfindlichkeit e 
zu finden, benutzen wir die Umkehrfunktion y = 
dann gemäß 63) wegen Pen = a: wi 


RES 1-0(? 


+ di 
da 
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und damit nach (14): 


Bei fester Signifikanzschranke « fällt also &, umgekehrt proportional zur Wurzel aus dem Umfang 


des Beobachtungsmaterials. 


Formel (15) stellt die in $1 eingeführte Funktion y(m, n,r;«) dar, die sich also in einen 


nur von den Marginalien und einen nur 
von & abhängigen Faktor zerlegen läßt. Da- 
bei ist jedoch zu berücksichtigen, daß (15) nur 
eine Approximationsformel ist, die bei kleinen 


Ö 
we, 


I 


—— :/pproximatlons- 


Marginalien und großem &,, also kleinem «, formel 
stärkere Abweichungen vermuten läßt. Zur ° 18 x wahre Werte bei 
Prüfung wurde daher diese Näherung in Beer? 


Bild 5 aufgezeichnet und durch Kreuze die 
3 exakten Werte angegeben, die wir für 
mn —r—=10 

gefunden hatten. Wir sehen, daß die Ap- en 
proximation selbst für diese geringe Größe 08 
der Marginalien auch für das größte der 
vorkommenden £&, als durchaus ausreichend 
zu betrachten ist. Es erscheint daher alsent- °* 
behrlich, die eingeführte Approximation (10)  o2 
durch die nächste Näherung zu ersetzen, die 

dann zu wesentlich umständlicheren Formeln 0 97 02 03 04 05 
führen würde. Bild 5. Empfindlichkeitsschranke 


Eingegangen am 31. August 1949. 


Der elastische Halbraum bei einer mechanischen Beeinflussung 


seiner Oberfläche. (Zweidimensionales Problem) 


Von Fritz Sauter in Göttingen 


Im Anschluß an die vorhergehende Arbeit wird nach der gleichen Methode die zweidimensionale Wellen- 
ausbreitung in einem elastischen Halbraum untersucht, dessen ebene Begrenzungsfläche unter dem Einfluß 
irgendwelcher (eindimensionaler) Oberflächenbeanspruchung sieht. Bei stoßförmiger schneidenartiger Be- 
anspruchung ergibt sich die erwartete und mehrfach beobachtete Stoßwellenausbreitung einschließlich der 
v. Schmidtschen Kopfwelle. 

The topic of a previous publication is continued and, by use of the method then developed, the two-dimen- 
sional porpagation of waves is investigated in the case that the medium is an elastic semi-infinite body 
bounded by a plane surface that is under an arbitrary (one-dimensional) strain. If the strain is shock- 
like and concentrated on a line, the result is the already expected and sometimes observed shock-wave Pro- 
pagation including the v. Schmidt’s head-wave. 

En appliguant une methode publide dans un essai anl£rieur, la propagation d’ondes a deux dimensions 
est traitee pour le demi-espace £lastique, dont la surface plane est exposce a une sollicitation qwelconque 
(une-dimensionelle). En sollicitant par chocs et sur une ligne seulement on obtient la propagation. l’ondes 
de choc, deja prevue et observee plusieurs fois, l’onde de front de v. Schmidt y comprise. 

Ilponosskaa mpensiaytmyıo pa6oTy, aBTOp uccnenyer TeM-IKe METONOM ABYXpas3MmepHoe 
pacipocTpaHeHne BOAH B YIPyTOM HOJIYIIPOCTPaHcTBe, TPAHHYHAA TIOBEPXHOCTB KOTOPOTO 
HONBePTaeTcH BOCMeHCTBUW KAKUX-HHUÖYyAbB (OnHOpasMmepHsIx) cmı. B cıyyae BHe3arHoro 
IIPMIOSKeHHA PAacnpenelleHHBIX BAONb IPAMOH JIMHHH CMII TMONYYAeTCH HEONHOKPATHO Hab- 
AONABIIeeCcH PACHPOCTPaHeHue YAAPHBIX BOIH C 10060B0H BoAHoä Ilmnnr’a. 


eo 


1. Problemstellung 
Den ersten Anstoß zu den anschließenden Untersuchungen gab das folgende schon 


vielfach diskutierte, bisher aber anscheinend noch nicht in befriedigender Weise gelöste Problem: 
Trifft eine ebenso stoßartige Kompressionswelle unter einem Neigungswinkel & < 90° auf eine 
ebene Grenzfläche auf, so bildet sich im allgemeinen eine reflektierte Kompressionswelle unter 
dem Neigungswinkel & und eine Scherungswelle unter einem kleineren Winkel ß aus (vgl. Bild 1a), 
wobei & und ß durch das ‚‚Brechungsgesetz‘“ 


nn 


sina © (1.1) 


Ga . . . . . . . . . . * * * 


sinß 


204 Sauter, Der elastische Halbraum bei mechanischer Beeinflussung der 


ne Bi 2 war E 
miteinander verknüpft sind. Dabei bedeuten bzw. e; und c, die normalen Laufgeschwindigkeiten 
von Longitudinal-(Kompressions-)-Wellen und von ezyereal- (Scherungs-)-Wellen. Läßt man 
nun den Winkel & bis 90° anwach- 
sen, so fallen die primäre und die 
reflektierte Stoßfront der Kom- 
pressionswellen zusammen und 
kompensieren sich, wie die elemen- 
tare Rechnung zeigt, vollständig, 
während die Intensität der Schub- i 
welle in der Grenzlage $? =y mit 


“ 


a 
F 


| 4 a 
le 


RIEDL € 


Bild 1a Bild 1b 4 siny=t, (1.23 

n- &ı e - 
verschwindet. Dennoch sind Stoßwellenkombinationen der in Bild 1b skizzierten Gestalt in Se 
großer Zahl beobachtet worden. Es erscheint hierbei zunächst unverständlich, wieso eine ein 
zige schräg zur Grenzfläche liegende Schubwellenfront imstande sein kann, das durch de 
primäre Stoßwellenfront komprimierte Medium :o zu ea, daß die Oberfläche span- 


nungsfrei wird. £ 


Um diese Frage näher zu untersuchen und zu klären, soll im folgenden ein Vorgang durch- 

gerechnet werden, der sich mathematisch geschlossen behandeln läßt und bei dem. eine solche 

„Ecke“ von Art des Bild 1b auftritt, nänflich die Wellenausbreitung in einem (nach oben und 

den Seiten unendlich ausgedehnten) elastischen Halbraum, auf dessen Oberfläche ein Schlag 

mit einer Schneide geführt wird. Dann breiten sich, wie zahlreiche im Schardinschen Institut 

gewonnenen Aufnahmen zeigen, im Medium drei verschiedene Arten von Stoßwellenfronten aus 

(vgl. Bild 2), nämlich erstens eine zylindrische, im Querschnitt halbkreisförmig erscheinende 

Stoßfront, die mit der Geschwindigkeit e; für Kompressionswellen läuft, zweitens zwei ebene, 

von dieser ersten Front unter dem Winkel y an der Oberfläche nachgeschleppte Schubwellen- 

fronten und schließlich wieder eine zylindfische Stoßfront, die mit der Geschwindigkeit c, läuft a 

& und von den beiden ebenen Wellen tangiert wird. Die beiden ebenen Wellen werden ach 

OÖ. v. Schmidt als Kopfwellen, nach H. Ott als Flankenwellen bezeichnet. Das Gebiet, ndm 

B" 5 sie zusammen mit der primären 

Stoßfront an der Oberfläche an- En 

stehen, hat den gleichen Charakter _ » 

wie die Ecke des Bild1b. Daher 

muß die Klärung der Verhältnisse - 
im Fall des Bild2 auch de B- 

antwortung der obigen Frage be- 

treffend die Ecke bringen. BEA ER 


Nun zeigte es sich aber, daß Io 
sich die Durchrechnung der spe- a 
ziellen Verhältnisse des Bild2ohne 
weiteres. verallgemeinern laßt, in 
dem man allgemein a “7 
untersuchen kann, die eine B 
_ anspruchung der. Öberfläc hi 
- elastischen Halbraums dur 
u willkürlich vorgebbare Normalspannung o (2,1) und eine. Schubspannung 7 (2, Yi 
hervorruft. Dabei soll die Oberfläche mit der &— y-Ebene  zusammenfallen \ 
a & tung in das Medium hineinweisen. ‚Von der y- "Roora Se dabei ‚wede 
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Da er ch 


nen Ss, und s,, während Sy , Vorausselzungsgemäß iden tısc 
von den elastischen Grundgleichungen etwa in der Form LE. 


er a 02 3 02 0 


025, a Tee 3 
Fr A =) 8. a 


auszugehen. Dabei sind die Laufgeschwindigkeiten a und. Rn 
(Elastizitätsmodul) und # kr OisSonsche Querkenn 


"2 nr ; E | 1—u 2% E 1 
52 5“ { er G -2 Be.) A V; r N 1.4 
"a , Arnim. Fe lorırm Ra 
=D verknüpft!). Die zum Verzerrungszustand Sr, $; gehörigen Spannungen berechnen sich aus 
E j den bekannten Verknüpfungsgleichungen, welche nach Einführung der Geschwindigkeiten c; 
: und c, an Stelle der elastischen Konstanten die Form besitzen: 
B ne : [3 ds, 9 08, P) P) [0s. 08, 
Pr: ger r_ 0 +20) nr Sy =oldi —2c) BE a | 
s ? : 35.) (1.5% 
e 8 S. 2 Sr S2 
ge - oje +20 = tier | 


nie ce VI ER AN 
Ih 4: In 


O,, und 0, verschwinden identisch. 


der Oberfläche (2 = 0) | 
Fb 0a ner u (1.6) 


wird und bei der sich die Störung von der Oberfläche weg ins Innere des Mediums fortpflanzt. 


.', 


Be Die im folgenden wiedergegebene Lösungsmethode schließt sich eng an das Verfahren an, 
Be welches vom Verfasser zur Untersuchung der Störung angewandt wurde, die in einem Flüssig- 
& keitshalbraum durch Beanspruchung seiner Oberfläche hervorgerufen wird?). Die folgenden 
@ Ausführungen können daher unter Berufung auf I recht kurz gehalten werden. Es sei übrigens 
= ‚hier darauf hingewiesen, daß eine Spezialfrage aus dem hier behandelten allgemeinen Problem, 


r\ 


nämlich die Bewegung der Oberfläche eines elastischen Halbraums infolge einer stoßartigen 
Störung derselben in einem eng begrenzten Bereich längs einer Geraden, bereits von H. Lamb3) 
untersucht wurde. Sein Ergebnis folgt als Teilresultat aus den folgenden Betrachtungen. 


Aa 2 


E : 2. Die formale Lösung des Problems 

Fear j i 

ss Er Die allgemeinste, nur von x, 2 und t abhängige Lösung der Bewegungsgleichungen (1.3) 
E: kann man als Überlagerung von ebenen Dehnungs- und Scherungswellen anschreiben, und zwar 
= unter Zusammenfassung der beiden Komponenten des Verschiebungsvektors in der Form 
he 7. _ 

Fa ; +® een et 

BR; j i A k (ta VS wor) 

S Rn do dk s f(k, ®) e L 

SE u S_ 

SB er Re 7 (2,1). 


. Dabei müssen die Vorzeichen der en Wurzeln so gewählt werden, daß die Integranden eine 
in das Medium hineinlaufende bzw. in dieser Richtung exponentiell abklingende Störung dar- 
stellen. zBte en nen f und q bestimmen sich unter Verwendung von (1.5) für 


ar. 2 Yanfe X, ig. («—#,,t1—t',1,0) 


SB 
D 
Ya 


aitz ben at, warst, 0, 1)] | Pe 
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sind für den Faı u=1/4, d. h. “2 l/sin y = 3, y = 35° 16° gezeichnet. 
im folgenden als I zitiert. 
- Phil. Transact. London A, 203 ( (1904) 8.1-42. Lamb hat übrigens auch die Oberflä- 
re Bra "Beanspruchung, der Oberfläche behandelt, ein Problem, dessen 
der in I angegebenen Methode einer späteren Mitteilung vorbehalten bleiben soll. 
Doklady Akad. Nauk- Eu» IL, 64 (1949) 8. 649652. 
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Die Aufgabe besteht nun darin, eine Lösung der Gleiehungen (1.3) zu finden, für die an 
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wobei die beiden Einflußfunktionen gegeben sind durch die Formeln 
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6 
Ersichtlich stellen S, und S, die Verschiebungskomponenten dar für den Fall einer zeitlich und 
räumlich eng begrenzten Oberflächenbeanspruchung, also für 


(2,8), = 0, dla) Id Ela I TOO Bez 


Es gilt nun zu zeigen, daß sich die beiden Integrale in (2.3) trotz ihres komplizierten Baues 
geschlossen ausführen lassen und dabei zu Lösungen führen, welche sich im Sinn des Stoßwellen- 
bildes des Bild 2 interpretieren lassen. 

Zur Durchführung dieser Integrationen ist es zunächst, wie in I, zweckdienlich, statt des 
a-Integrals von — co bis +00 den doppelten Realteil des nur von O bis +00 erstreckten o-Inte- 
grals zu nehmen, so daß dann stets > 0 angenommen werden kann. Ferner ist es, wie in I, 
angezeigt, die in (2.3) enthaltenen Wurzeln durch die Transformation 


RE PERREN ; : 
k=-sins, — — k?=-—cosa in den Dehnungswellenanteilen, 
[07 Ci G 
Bere a ee) 
2 
k= — sin ß, Vz — = = cosßö in den Schubwellenanteilen 
t G t 
zu beseitigen. Dabei sind die neuen Veränderlichen & und ß so gewählt, daß sie, sofern sie reell 
sind, die Neigungswinkel der einzelnen ebenen Wellen gegen die Oberfläche bedeuten. Sie sind 
miteinander durch die Beziehung (1.1) verknüpft und können dadurch jeweils aufeinander 
umgerechnet werden. Setzt man schließlich, wie in I, 


s=Rsind, 2z=Rcos%.... ren (2.6), 


wobei man sich aus Symmetriegründen auf den Fall x >0, 9% > 0 beschränken kann®), so gehen 
die Beziehungen (2.3) über in 


_ f = R 
w- 1 | 1 [sin a| sin ß BR] e 00-9) 
S 2 EL en 2 5 D) e, 
2} 2n?oc, h- |‘ ar io| Fasfıı oa) N a © (2.7) 
0 I). 


en tape 290, ac 2er) Ser] 


Dabei wurde zur Abkürzung 


N=N(a,ß) =tgacos?28 +tgßsin?2ß ... Se ee a 


gesetzt. 


In (2.7) sind die Integrationswege entsprechend Iin der komplexen &- bzw. ß-Ebene aus 
dem Unendlichen bei —z/2 +% co kommend im Streifen zwischen —r/2 und +/2 hinunter - 4 


nach +7/2 — i © zu führen (vgl. Bild 3), wobei allerdings auf die jetzt vorhandenen singulären 
Stellen in der &- bzw. ß-Ebene zu achten ist. 


*) Ein Vorzeichenwechsel von x kann in den Exponenten von (2,3) durch einen Vorzeichenwechsel 


ie k kompensiert werden. Man findet so,in Übereinstimmung mit den entsprechenden physikalischen Über- 
egungen, A 


a 70% +%) Bar: Aa: . (2,30), Re Be 


wobei sich die oberen Vorzeichen 
% ‘ schiebungsvektors beziehen, 


\ n 
Rn. 


jeweils auf die x-Komponente, die unteren auf die z-Komponente des Ver- EHE 
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Solche singulären Stellen sind, wie ein Blick auf (2.3) zeigt, die Verzweigungspunkte 
k=+o/e und k = + w/c, in der k-Ebene. Durch die Transformation (2.5) werden die ent- 
sprechenden Punkte « = + z/2 in. der «-Ebene regulär, während die durch $ = + z/2 bedingten 
Punkte mit sin «= 1/sin y Verzweigungspunkte bleiben und als solche auf den Ordinaten durch 
die Punkte + x/2 an den im Bild 3a mit V bezeichneten Stellen liegen. Analog werden in der 


Jm(a) Ja (ß) 


> 


N. 


va Reip) 
R 


Bild 3a Bild 3b 


ß-Ebene die Punkte mit # = 4/2 regulär und die x = +7/2 entsprechenden Punkte ß = +y 
bleiben Verzweigungspunkte; sie sind im Bild 3b als V markiert. Ersichtlich können die Ver- 
zweigungspunkte in der «-Ebene überhaupt nicht störend wirken, da ja der Integrationsweg ganz 
im Innern des Streifens —n/2 <SRe(a) <r/2 verläuft. Im Gegensatz dazu beeinträchtigen die bei- 
den Verzweigungspunkte in der ß-Ebene die freie Verschiebbarkeit des Integrationsweges beträcht- 
lich und: werden sogar, wie sich zeigen wird, vom mathematischen Standpunkt aus verantwort- 
lich zu machen sein für das Auftreten der v. Schmidtschen Kopfwellen. Hier sei nur noch 
betont, daß der Integrationsweg in der ß-Ebene, wie in Bild 3b gezeigt, ursprünglich zwischen 
den beiden Verzweigungspunkten durchzuführen ist, wie man etwa durch punktweise Über- 
tragung des Integrationsweges aus der «- in die -Ebene erkennt. 

Neben diesen Verzweigungspunkten treten als weitere singuläre Stellen in den Integranden 
von (2.7) noch die Nullstellen des Nenners N auf?). Es sind dies genau diejenigen Werte von 
& und ß, für die endliche Deformationen des Mediums ohne Beeinflussung seiner Oberfläche 
(a=0, r=0) möglich sind, und die daher den Rayleighschen Oberflächenwellen entsprechen. 
Da diese Wellen bekanntlich mit einer Geschwindigkeit ca<c, laufen, liegen die zugehörigen 
Punkte in der k-Ebene auf der reellen Achse außerhalb der beiden Punkte +w/c,, in der «- und 
ß-Ebene daher auf den Ordinaten durch +7/2. Sie sind in den Bildern 3 mit R bezeichnet. 
Für die Integranden von (2.7) stellen sie Pole erster Ordnung dar, die sich aber wegen ihrer seit- 
lichen Lage nicht störend auf die im folgendenvorzunehmenden Verschiebungen der Integrations- 
wege auswirken. ; 

Damit sind die Singularitätsverhältnisse in der &- und f-Ebene geklärt, so daß nun an 
die Ausführung der Integrationen in (2.7) gegangen werden kann. 

In den einschlägigen Arbeiten®) wird im allgemeinen mit der Integration über die 
Winkel begonnen, was wegen des komplizierten Baues der Integranden nur für große Entfer- 
nungen von der Störstelle (vo R>c,, c;) möglich ist, und zwar auch dort nur angenähert mit Hilfe 
der Sattelpunktmethode. Doch verbietet sich dieses Verfahren hier von selbst, da man dann 
noch über & von Null an zu integrieren hat. 

Man gelangt aber, wie in I, recht schnell und einfach zum Ziel, wenn man erst die o-Inte- 
gration und dann diejenige über die Winkel ausführt. Man kommt dabei zu durchwegs konver- 


5) Der Punkt a=ß=0, für den N verschwindet, ist auch eine Nullstelle der Zähler in (2, 7), und 


zwar derart, daß die Integranden an dieser Stelle regulär bleiben. 


6) Vgl. z.B. H. Ott, Ann. d. Phys. (5) 41 (1942) 443, wo ein weitgehend analoges Problem unter- 
sucht wird, nämlich das Verhalten von kugelförmigen Licht- bzw. Schallwellen in Flüssigkeiten an der Grenz. 


_ fläche zweier verschiedener Medien, 
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gierenden w-Integralen, wenn man die Winkelintegralion so geführt denkt, daßd ‚m (Reos 2); 
0) bzw. Im cos (B—d) — ct) im ganzen Integrationsbereich positiv ist. Dies ist, wiein I, 
dann der Fall, wenn man die Integrationswege.aus dem zweiten Quadranten eines durch &= v 
bzw. ß = ® gelegten Koordinatensystems in den vierten führt. Beim a-Integral ist dies ohne, 
weiteres möglie h, und man kommt zu dem in Bild 4ä eingezeichneten Integralionsweg. Das 
gleiche gilt auch für das A-Integral, sofern d<y. Andernlalls bleibt der Integrationsweg (in 
dem hier vorausgeselzten Fall 9>0) an dem rechten Verzweigungspunkt hängen und muß 
daher in diesem Punkte irgendwie aul dem einen Riemannschen Blatt hineingeführt und auf 
dem anderen wieder herausgeführt werden. (ür die späteren Betrachtungen kann man den 
Weg natürlich auch in einer langen Schleife im positiven Sinn um den Verzweigungspunkt | ER 
herumgezogen denken, wie Bild Ab deutlich zu machen versucht.) a EN 


Sau (ß) 


f Blldda Budab 


| Mit der so getroffenen Fortsetzung über die Gestalt der Integrationswege kann ı man ne : 
E mehr die w-Integration in ” 7) ausführen und erhält ki j 


1 eo [sin a\ sin ß cos 2ß a, +sin u. n 
Sa ki Fr [4 lcosal N ‚Reos(e — N) — 
. + faei SE a 
; "Arte sinß N” Rosß—N)—at at | 
“ Dabei treten nun, wie in I, neue Singularitäten auf in Form von einfachen ° 


stellen der Nenner Reos(x — 9) — at und Reos(P?— 9) — gt. Ist R} a 
k so liegen diese Pole auf der reellen Achse (in den Bildern 4 für dep Fall t 
} P, und P, bezeichnet; für £< 0 liegen sie entsprechend symmetrisch zu 
damit sie fe r außerhalb des hier interessierenden Bereiches zwischen Ounda/ 
j ‚tl, so liegen sie im Fall £> O auf der,Ordinate durch den Punkt & : = } 
% Bildern 4 mit 0, und @, bezeichnet) und im Fall t< 0 auf den Ord 
bie damit außerhalb des interessierenden Streifens. Dabei sind die In 
fr daß sie P, bzw. Q, rechts, P, bzw. Q, links liegen lassen. ‚Im be beson 
B die Schleife um den Verzweigungspunkt so eng herumzule 
| Nun versagen allerdings die vorstehenden Be chtung gen und 
Pole P, und P, bzw. Q, und Q, zusammenfallen, won ra: 
y 


R: = ot x. 
bzw. 

R h 2) ze s 
oder wenn im Fall 0 > y der eine Pol Pı mit en 
wenn also 


RE == A 


uU wa 
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Da aber in allen übrigen Fällen die Betrachtungen gültig und anwendbar bleiben, kann man 
nachträglich die dort gewonnenen Ergebnisse bis an die durch (2.10) gegebenen ausgezeichneten 
Stellen heran als gültig ansehen. 

Diese Stellen sind nun aber auch physikalisch ausgezeichnet. Vergleicht man nämlich 
die durch (2,10) gegebenen Kurven mit den im Bild 2 gezeichneten Stoßlinien, so stellt man fest, 
daß sie genau übereinstimmen. Und zwar wird durch (2,10a) die primäre Druckstoßfront, durch 

(2.10b) die kreisförmige Schubstoßfront und durch (2.10e) die den v. Schmidtschen Kopf- 
wellen entsprechenden Geradenstücke des Bildes 2 wiedergegeben, Diese Identität wird sich im 
folgenden noch weiter bewähren. 

Der nächste Schritt zur Auswertung von (2.0) besteht nun, wie in I, in dem Ersatz der in 
den Bildern 4 ausgezogen gezeichneten Integralionswege durch die gestrichelt dargestellten 
Wege, die sich von ersteren nur dadurch unterscheiden, daß die Wegstücke hinter dem ersten 
Schnittpunkt mit der reellen Achse an dieser gespiegelt werden. Dies ist erlaubt, da erstens 
von den ganzen Integralen nur die Realteile zu nehmen sind, und da zweitens die Integranden 

_ — selbst-reelle Funktionen ihres Arguments sind. Bemerkt sei hierzu allerdings noch, daß sich 
Is im Fall des Bildes db der ausgezogene alte und der gestrichelte neue Integrationsweg nur links 
vom Verzweigungspunkt trellen, da sie rechts davon aul den verschiedenen Blättern der wegen 
der Verzweigungspunkte zweiblättrigen Riemannschen Ebene liegen. 

Schließlich kann man jetzt noch, wie in 1, den (gestrichelten) Integrationsweg nach oben 
ins Unendliche ziehen, wo der Integrand von (2,9) jetzt, im Gegensatz zu I, hinreichend stark 
verschwindet?), Endliche Beiträge in Form von Residuen erhält man nur, wenn einer der Pole 
oberhalb des gestrichelten Integrationsweges der Bilder 4 liegt. Hierbei ergeben sich folgende 


Bi Verhältnisse: 
u Bei den a-Integralen kann ein von Null verschiedener Beitrag nur vom Pol @, herkommen, 
Be \ d.h. also sofern R< ot ist. Als Argument hat man im Residuum x = ® ++ Ar cosh (et/ R) 
einzusetzen und findet so als Beitrag dieser Integrale zur Lösung 
ı er 
Be 1 | An nn a, = sin 29 n| (N). 
u oO Vor —R* \cos al N JIa= Obi Arconh(e, U R) 


Analog erhält man bei den A-Integralen im Fall R < «t von dem dann oberhalb des Punktes = 
liegenden Pol @, den Beitrag 


” 

B; (a) 1 l [— cos ß\ cos ß (1). 
ee A —— te] N —— (tgeßsin2ßo, —iIgacos2ßr 

el Ü 700 Yo — R® LU sin BIN DRESDEN FLIRT AR | Fi Arconh(egt/ R) 

F NE: Und schließlich geben die A-Integrale noch Beiträge für den Fall 9 > y, solern der Pol P, des 


Bildes Ab auf der reellen Achse zwischen dem Verzweigungspunkt bei = y und dem Punkt 
Bw Blliegt, d.h. sofern R> at> Rcos(® —y) ist. Hier wird analog zu (11) 
er IT) 1 { 1 un - cos A cos ß 2 
u.) S nel: E —- (tgßsin2ßo, —Igacos2ßr LIT], 
= ig zeoyR—on. il sin BJ N (ig Boi—tg Pr) SIE ANEN (ll) 
Br. Vergleicht man die Abgrenzung der drei Gültigkeilsbereiche mit dem Stoßfrontenbild des Bildes 2, 
—  soerkennt man leicht, daß die Lösungen in den verschiedenen, von diesen Stoßfronten begrenzten 
Bereichen in folgender Weise gegeben sind; 
BE ">. 


OS HUN Da ‘Im Bereich AEDCA durch SW, | 
DE im Bereich BEDOB durch SD + SW, ?.. 2.2.0... la). 
Br im Bereich ACBA i durch SW 1 sn | ; 


“tr 


EM. ußerhalb der Kreislinie AEA” verschwindet die Lösung streng, und in der linken Hälfte des 

Bildes, d.h. für © < 0, gelten die dureh (23a) bedingten Formeln, 

= Daß die Ausdrücke (I) bis (II) tatsächlich die Dilferentialgleichungen (1.3) befriedigen, 
ı mans, und s, mit S, und 5, identifiziert, kann man relativ leicht direkt nachrechnen®). 

.n Um dies zu erkennen, muß man in etwas mühsammer Rechnung alle Anteile der Integranden für 

teile von & und ß entwickeln und auf Grund von (1,1) die beiden Integrale zusammenziehen, 

onügt beispielswe se im Fall der Funktionen (I) zu zeigen, daß Ausdrücke dor Form 


Bi A(a) sin ; Re g= A(a) con &, 
pam "Tyan 


Ansp 


£ soforn x mit an, ® und ı durch 


sina + zoona = erl, Ryinfa — 0) z—vc0ona + enina wi yo a — Ri 


| ß auf Grund von (1,1) durch « m ückt werden, ' 


Tun h „ er nr A b 
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Daß die Kombination (2.11) die Abstrablbedingung befriedigt, ist unmittelbar evident. Daß sie 
schließlich den Randbedingungen an der Grenzfläche genügt und somit tatsächlich die Lösung 
des Problems darstellt, wird im nächsten Abschnitt gezeigt. 


3. Die Bewegung der Oberfläche 


In diesem und den folgenden Abschnitten sollen die Formeln (2.11) mit (I) bis (III) ein- 
gehender diskutiert und in ihrer Struktur genauer untersucht werden. Die erste hierbei zu 
behandelnde Spezialfrage soll die nach der Bewegung der Oberfläche und der in ihr vorhandenen 
Verspannung sein. Denn erstens ist hier noch der Nachweis zu erbringen, daß bei den Lösungen (I) 
bis (III) die Oberflächenbeanspruchung außer für 2 = 0 und £ = 0 verschwindet. -Und zweitens 
ist dieser Fall vor allem für die Anwendungen wichtig. ‘Im übrigen wurde er bereits von Lamb 
(l.c.) untersucht, ohne daß allerdings dort die Wellenausbreitung in den Raum hinein unter- 
sucht wurde. 

Für die Berechnung der Öberflächenbewegung hat man in den Formeln (IT) bis (III) nur 
z2—=0, d.h. also 9 = n/2 (für x >0) zusetzen; doch muß man die beiden Bereiche ,t<x< ct 
und 0 < x < «,tgesondert untersuchen. Im erstgenannten Bereich ist die Summe $ (I) +8 (IID), 
im letzteren die Summe S(I) + S(II) zu bilden. Da sich die dabei auftretenden Formeln dann 
einfacher schreiben, sei als neue Koordinate stätt © die Größe & eingeführt, welche durch 


Den Er a RE 


definiert ist und im ersten Bereich zwischen y und z/2, im zweiten zwischen O0 und y liegt. 

Wertet man die obigen Formeln unter Berücksichtigung der verschiedenen Realitäts- 
verhältnisse in den beiden Bereichen aus, so kommt man nach einiger Rechnung in Über- 
einstimmung mit den Lambschen Ergebnissen zu folgenden Resultaten: 


Für 4t << gt, d.h-für SE aj2 gilt R 


Ss = L 
x er .i 
ib) | (3,2), 
sin y sin? & cos & (—2sinyYsin? &—sin?y\ (sin? & — 2sin?y)o,+2siny Ysin 2£—sin?yr,. 
noagt | sin®&E—2sin®y ) (sin?&— 2sin?y)%-+ 16 sin®y cos? € (sin? &—sin?y) 


für0-<.0xGt,..d.h>füt.0 E Sylt 


$ sin?& (Ysin®y—sim&r) 1 (3.3) 
SM WE . RE ET EEE EEE EEE TEE ET a Ze ee en — . . . 
eG zog al sinycos&o, ) (sin? &— 2 sin? y)? — 4 sin? y cos E sin? y — sin? & 
Im einzelnen ist hierzu folgendes zu sagen (vgl. auch hierzu die Diskussion bei Lamb): 

Im Bereich 4t < x < ct gilt offenbar 


S, _ _ 2sinyyYsin®&—siny ° 21) — et | @ 4) 


STE sin£—2siny 22 — 2 ct? 


- Der Verschiebungsveklor hat in diesem Bereich eine von der Art der Stoßanregung (o,, bzw. T,) 
unabhängige Richtung, die allein von der Lage x des betrachteten Punktes relativ zur Stoß- 
wellenfront der Schubwelle «,t abhängt. Und zwar dreht er sich beim Darüberstreichen der 
Störungsbewegung des Mediums über einen festen Punkt aus einer Anfangsrichtung für © = Gt, j 
gegeben durch 8,/8,;, = —tg2y = — Y1— u/u,?) letzteres nach (1.2) und (1.4), mit fortschreiten- _ 
dem t, also abnehmenden & im positiven Sinn durch die Horizontale, die im Punkt mit j 
sin &=sin yY 2 erreicht wird, weiter bis zur Vertikalen im Punkt &=y, d.h. für «= 4t. DerBetrag 
des Verschiebungsvektors ist im Moment des Durchganges der Kompressionsfront (2 = gt) 
wegen des Faktors cos & gleich Null, wächst dann erst an, fällt nach Erreichen eines breiten 
Maximums wieder ab und verschwindet bei rein schubförmiger Anregung (o, =0) bei € =y, 
also an der Stoßfront der Schubwelle, während er bei reiner Normalbeanspruchung der Ober- 
fläche bereits im erwähnten Punkt mit sin &=sin y /2 verschwindet und dann wieder ‚gegen 
die Stoßfront der Schubwelle hin ansteigt. | =, R 
Im Bereich 0<2<«t werden die Verhältnisse noch einfacher. Hier ruft nach 33) 
eine reine Normalbeanspruchung (7, =0) eine Verschiebung der Materie senkrecht zur Ober- 
fläche und eine reine Schubbeanspruchung (o,= 0) eine Verschiebung ‚parallel zu ihr hervor. 
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®) Die gleiche Richtung der Oberflächenbewegung (bei allerdings im Limes ebenso verschwindenden eu = 
Betrag wie hier) erhält man bei der Reflexion einer ebenen Stoßwelle an der Oberfläche im Grenzfallstreifender 


nr 
B 


Inzidenz, also senkrecht auf der Oberfläche aufstehender Stoßfront. 
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Und zwar wird im Angriffspunkt dieser Stoßkräfte, also für ©—=0, &=0 die Verschiebung 
- gegeben durch 


hat also die Richtung der erregenden Kraft (co, wirkt ja bei der hier getroffenen Koordinatenwahl 
in der negativen z-Richtung!) und klingt mit zunehmender Zeit wie 1/t ab. Geht man vom 
Angriffspunkt der Kraft zu größeren x-Werten, so wächst die Verschiebung monoton an und 
wird bei dem Wert &z, welcher dem Wellenkopf der Rayleighschen Oberflächenwelle entspricht 
und durch die Nullstelle des Nenners in (3.3) gegeben ist, unendlich groß1°). Beim Durchschreiten 
des Punktes &z ändert der Verschiebungsvektor sein Vorzeichen und fällt dann monoton ab bis 
zum Punkt &=y, wo sich die Funktionswerte von 8, und 8, stetig an die im Bereich & > y 
gültigen Werte anschließen, allerdings mit unstetiger Ableitung. 

Soviel über die Deformation der Oberfläche! Um auch die Verspannungsverhältnisse zu 
untersuchen, kann man sich aus den Deformationen (I) bis (III) nach (1.5) die Komponenten 
des Verspannungstensors ausrechnen. Man findet dann für 20, t0 nach längerer Rech- 
nung tatsächlich o,,= 0, o,, =(0, so daß man o,, wegen (1.5) nach der Formel 


2 G 05, 


05, 
%,: =4old — ci) — oc sin?2y > re ne (3,6) 


ce 0% 
ermitteln kann. 

Schneller erkennt man das Verschwinden von o,, und o,, an der Oberfläche, wenn man 
auf die Lösungen in der Form (2.9) zurückgreift. Hier wird, sofern man das später von selbst 
wegfallende Glied mit r, sogleich wegiäßt, für beliebiges 2 nach (1.5) 


[07 da sin ß cos?2 Bo] dß sin ßsin?2 sin?yo, x 

ur SEE, N . 2 ! R 2 (3.7). 
2:70 6; N (xzsin&-+2zcosa — gt) N (zsinß+zcosß — at) 

Läßt man hier z gegen Null gehen, so werden die Nenner bis auf einen Faktor sin?y gleich, so 


daß man die Integrale unter Berücksichtigung von (1.2) und (2.8) zusammenziehen und verein- 
fachen kann in der Form 


ErerUTg da cos a0, |= @ If ( 0, ) 
Sa es. Zora ? esing—gi/)" (3.8). 


Und dieser Ausdruck verschwindet für alle « # 0, da zsin « — c,tan den Enden des Integrations- 
weges im imaginär-Unendlichen außer für « =0 über alle Grenzen wächst. Ähnlich läßt sich 
auch das Verschwinden von o,, außerhalb x = zeigen. 


O4: 


4. Die Deformation in der Umgebung der „Ecke“ 


Den Anlaß zu der vorliegenden Untersuchung gab die Frage, wie es möglich ist, daß die 
Verspannung, welche durch eine senkrecht auf einer Grenzfläche aufstehenden Kompressions- 
welle in einem Medium hervorgerufen wird, und von der man zunächst annehmen möchte, daß 
sie durch ein mit seinen Achsen parallel und senkrecht zu dieser Welle stehendes Spannungs- 
ellipsoid beschrieben werden kann, erfahrungsgemäß durch eine einzige, unter dem richtigen 
Machschen Winkel y nachgeschleppte Schubwelle (v. Schmidtsche Kopfwelle) so entlastet 
werden kann, daß an der Oberfläche sowohl o,, als auch o,, verschwinden. Diese Frage läßt 
sich nun an Hand der Lösungen (I) und (IJI) durch Auswertung in der Nähe des Eckpunktes A 
des Bild 2 beantworten, wie sogleich gezeigt werden soll. Doch möge das Ergebnis dieser Betrach- 
tungen hier vorweggenommen werden: 

Die Lösung des scheinbaren Paradoxons liegt darin, daß sich die in Bild 2 und damit 
- auch die in Bild 1b auftretende Kompressionsfront in der Nähe der Oberfläche dadurch wesent- 
lich anders verhält als eine gewöhnliche ebene stoßartige Kompressionswelle, daß ihre Stärke 
mit Annäherung an die Oberfläche abfällt und an der Oberfläche selbst bei verschwindender 
Stärke sich wesentlich singulär verhält. Dadurch wird der von ihr im Medium hervorgerufene 
Spannungszustand inhomogen, so daß das Spannungsellipsoid in kleinem Abstand von der 
Front nicht mehr parallel und senkrecht zu ihr orientiert ist. Und zwar dreht es sich gegen die 


: 10) Daß am Wellenkopf der Rayleighwelle ebenso wie an den später zu betrachtenden Stoßwellenfronten 
die Verschiebung unendlich groß wird, liegt an der speziellen singulären Anregung. Bei endlichem o (x, t) 
und 7 (x,t) im Sinne von (2, 2) verschwinden diese Singularitäten infolge der noch auszuführenden zwei Inte- 

rationen. Übrigens sei bemerkt, daß die Rayleighwelle auch im singulären Fall nur unmittelbar an der Ober- 

äche zu unendlich großen S-Werten führt, während bei den übrigen Stoßfronten S, und S, gerade an der 
Oberfläche endliche Werte besitzen, bzw. überhaupt verschwinden, im Innern aber unendlich groß werden. 
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Oberfläche hin gerade in der Weise, daß es durch das Spannungsellipsoid von deı 
verhaltenden Entlastungsschubwelle in der durch die Oberflächenbedingungen geforder 
kompensiert werden kann. RB ee er te. 
Man kann sich diese Verhältnisse dadurch anschaulich klar zu machen versuchen, daß man 
die von der Oberfläche ausgehenden, durch das Darüberstreichen der primären Kompres- . 
. 0 sionswelle erregten Elementarwelen m 
1z ' x Sinne von Huygens konstruiert. Dies 
ist in Bild 5 geschehen, wobei solchkein > 
äquidistanten Zeitabständen von dr 
Oberfläche ausgehenden Wellen ange- 4 
deutet sind. Man erkennt, daß die 
v. Schmidtsche Kopfwelle eine nor- 
male Einhüllende von solchen schubwel- 
lenartigen Elementarwellen darstellt, Be 
während die kompressionsartigen Eller 
- mentarwellen die primäre Stoßfrontnur 
in unmittelbarer Umgebung des Eck- 
" punktes A einholen und schwächen wer- 
den, jedoch den von dieser Stoßfront 
hinter ihr hervorgerufenen Verspan- 
nungszustand in durchaus inhomogener 
Weise partiell entlasten können. 
Man kann sich die Verhältnisse 
x \ übrigens auch im Sinn des Ansatzes (2.1) 
En ‚als Folge der Überlagerung gewöhnlicher 
i \ Y\N x ebener Wellen klarzumachen versuchen. 
) B Te | Bild 6 zeigt einige dieser ebenen Wellen 
Bild 5 mit den zu ihnen gehörigen reflektierten 
| Wellen, und zwar insbesondere solche 
Wellenfronten, welche im Ansatz (2.1) gerade die gleiche Phase 0 besitzen. Man erkennt, daß sich 
bei solchen Wellenkombinationen die v. Schmidtsche Kopfwelle als die Grenzlage der ebenen Fe 
Schubwellen für den Grenzfall« =/2 ergibt und damit letzten Endes eine normale Schubwele 
darstellt, während die beiden kreisförmigen Stoßwellen als Einhüllende der ebenen Wellenflächen 
P erscheinen, welche übrigens die Besonderheit besitzen, in der Grenzlage « =r/2 bzw. f =n/2 
durch die zugehörige reflektierte Welle gerade kompensiert zu wrden. 0.0.0. 
\ x 
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Zur Durchrechnung dieser Verhältnisse ist es a 

© =atl—ecosm), 2: 

zu Polarkoordinaten mit dem Ursprung im Eckpunl 
Abstand & als klein gegen 1 anzunehmen. Man erhi E 
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auf den ganzen Winkelbereich 0 < N <aj2 die Formel 


1 

m  Pecosm no wer 
U} modtcos2y 1 

während sich aus (III) in gleicher Näherung für den Winkelbereich 0 < n<y die Beziehung 


| (cos2yo,+sin2yr,) 


m  2y2esin(y—n)siny[—cosyl 7, an | 
ey a (eos2yo,+sin2yT,) . . .-. (4.3) 
ergibt. \ 

Aus diesen beiden Formeln folgt zunächst, da sie in gleicher Weise von der Kombination 
cos2yo, + sin2yr, abhängen, daß der Deformationszustand in der Nähe der Ecke A nicht 
von der speziellen Art des Materials abhängt, sondern, analog wie bei anderen Ausbreitungs- 
vorgängen in der Wellenzone, unabhängig von der Art der Anregung ist. Damit gewinnen die 
Betrachtungen dieses Abschnittes über die Verhältnisse in der Nähe von Ecken nach Art des 
Bildes 1b Allgemeingültigkeit. 

Im einzelnen betrachtet zeigt Formel (4,2), daß man unmittelbar an der primären Stoß- 
front (n=n/2) für e£0 miteinem (in allerdings integrabler Weise) unendlich großen S, bei 
verschwindendem $, zu rechnen hat. Für kleiner werdendes n dreht sich der Verschiebungs- 
vektor aus der horizontalen Lage stetig im Sinn des Uhrzeigers bis zur Neigung 


(8,/S,)® = —tgytg?2y für n=0. 
Im Gegensatz dazu besitzt nach Formel (4,3) der dadurch gegebene Anteil des Verschie- 
bungsvektors eine feste Richtung, gegeben durch (8,/8,)1D = — ctg y für alle 7-Werte zwischen O 


und y. Dieser Anteil liegt somit stets parallel zur Schubwellenfront und hängt, wie (4,3) zeigt, 
nur vom Abstand des Bezugspunktes von dieser Front ab und verschwindet an der Front selbst. 

An der Oberfläche selbst, d.h. für 7 =0, ist die gesamte Verschiebung als Summe aus den 
beiden Anteilen (4,2) und (4,3) gegeben durch 


s V2e [— sin 27.) 
Ü noctcost2y|l cos2yl 
4 Y y 


052 40 SE 2 PT) ur en te (AA), 


‚und diese Formel stimmt genau mit der Formel (3,2) überein, wenn man dort im Sinne des hier 
betrachteten Grenzfalles und wegen (3,1) bzw. (4,1) angenähert & =n/2 — 2 e setzt. 
Rechnet man sich nun noch aus (4,2) und (4,3) mit Hilfe von (1,5) die Spannungskompo- 
nenten aus, so findet man als Beitrag des Anteils (I) ein Spannungsellipsoid, welches sich mit 
abnehmenden im positiven Sinn dreht, während das des Anteils (II) mit seinen Hauptspannungs- 
.  Tiehtungen festliegt und nur hinsichtlich seines Betrages vom Abstand von der Kopfwelle abhängt. 
Auf diese Weise ist tatsächlich eine partielle Kompensation der Spannungskomponenten an der 
Oberfläche in der von den Randbedingungen geforderten Weise möglich. 


5. Die Deformation in der Nähe der Stoßwellenfronten 


Die durch die Bilder 5 und 6 charakterisierten elementaren Betrachtungen über das Zu- 

-  standekommen der verschiedenen Stoßwellenfronten, wie auch die analytischen Betrachtungen 

- des letzten Abschnittes lassen vermuten, daß die verschiedenen Stoßfronten des Bildes 2 die 

Materie in ganz verschiedener Weise beeinflussen. Daß dies tatsächlich der Fall ist, zeigen die 
folgenden Ausführungen. x 

a Relativ einfach liegen die Verhältnisse beim primären Kompressionsstoß. Entwickelt man 

hier die Formeln (I) in der unmittelbaren Umgebung der Stoßfront, indemmanO <agt— R<R 
_ _ annimmt, so findet man in erster Näherung 


fe se | cos® E 4 (1—2sin2y sin29) o,+ 2 sind siny Yl —sin?y sin? dr, 51) 
as Te i  agcıyort®— R? 2 — R2 (cos (1—2sin2y sin29)2-+ 4sin? cos Osin3y Yl —sin?ysin?d 

T Die Verschiebung ist somit in dieser Näherung radial gerichtet und nimmt in ihrem Betrag bei 
Annäherung an die Stoßfront verkehrt proportional der Wurzel aus dem Abstand zu. Bei Test- 
% Da gehaltenem R nimmt S' mit zunehmendem ® schließlich in der Nähe von 9 = /2 wie cos d 


gegen Null ab, und man überzeugt sich leicht, daß in diesem Grenzgebiet die Formeln (5,1) 
und bis sur die RES INEER übereinstimmen. 


FE genügt daher zum Studieren der hier interessierenden ae die Betrachtung 
"AR and, (IN) Als: Innerhalb der kreisförmigen Schubstoßfront hat man die 
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Formeln (II) für den Fall O<agt— R>R zu entwickeln, muß aber dabei die beiden 
Fälle 0<9<y und y<d<r/2 unterscheiden, da « im ersteren Fallfür t=R rein 
reell, im letzteren Fall so komplex wird, daß .cos«a negativ imaginär und zwar gleich 
— iYsin? d/sin?y —1 ist!!). Man findet so für  —R<R,0<d<y 


Ai cosd [ cosd\ sin 29 Ysin?y — sin? do, — cos d cos2d Tr, (5,2) 
ige ro Tore T ’ BER. Ser ? N 
ce} rocyat®—R? = SIR 9 cos d. cos? 2 d-+sin?2 9 Ysin?y — sin? ® 
für tt — R<&R, y<d<aj2\ 

(ID) cosd | cos dl sin?2 9 (sin?d — sin?y) o, — cos? 9 cos? 29T, (5.3) 


Sm en & 5 N Kane : 
a nocJ@t®—R® sind) eos? 9 cos? 2 d+ sin! 2 9 (sin? d — sin? y) 


Die beiden Formeln, die für #=y stetig aneinander anschließen, stellen eine Deformation der 
Materie dar, bei der der Verschiebungsvektor in der hier betrachteten Näherung parallel zur 
Schubwellenfront liegt und seinem Betrag nach bei der Annäherung an die Front ebenfalls 
verkehrt proportional zur Wurzel aus dem Abstand von ihr anwächst. An der Oberfläche (# =/2) 
verschwindet ersichtlich dieser Anteil der Gesamtverschiebung. 

Vor der kreisförmigen Stoßfront des Schubwellenanteils kommt im Bereich ACBA des 
Bildes 2, also für #> y, noch ein Beitrag zum Verschiebungsvektor vom Lösungsanteil (III) 
her. In unmittelbarer Nähe des Frontstückes BC, also für0 < R— gt<R, d%>S erhält man 
durch analoge Entwicklung 


u cos? #sin 29 cos 29 Ysin?d—sin?y (—eos a cos2% 0, +sin 297, (5-4). 
Sen noyyR?— c*t% U sin 0) cos?d cos! 29+ (sind —sin?y) sint29 


Diese Formel läßt erkennen, daß das Frontstück BC nicht als Stoßwellenkopf im üblichen Sinn 
wie etwa die Bögen AE und CD zu bezeichnen ist, da bei ihm die Verschiebung nicht plötzlich 
auf einen großen Wert ansteigt. Vielmehr wächst hier der wiederum zur Front tangential liegende 
Verzerrungsvektor bei der Annäherung von vorn an das Bogenstück BC ebenfalls verkehrt 
proportional der Wurzel aus dem Abstand an, so daß man hier eine von vorne und hinten in 
Ähnlicher Weise, wenn auch zum Teil mit verschiedenen Vorzeichen anwachsende Deformation 


an der ,„‚Stoßfront‘ vorfindet. Es sei hier übrigens noch darauf hingewiesen, daß der durch (5,4) . 


gegebene Beitrag ebenfalls an der Oberfläche verschwindet. 

Um nun auch den Verlauf des Verschiebungsvektors in der Nähe der Kopfwelle zu unter- 
suchen, ist es zweckmäßig, alle die Punkte zusammenfassend zu behandeln, die auf einer zu ihr 
parallelen Geraden im Abstand &«,t von der Kopfwelle gegen die Seite der Oberfläche hin liegen, 
also die Punkte mit 


& sin d es HE E0E er 1 
= at( er e.n 2 large ern ges. a) I: 


Setzt man diese Ausdrücke in die Formel (III) ein und betrachtet & als klein gegen 1, so erhält 


"man in ähnlicher Weise wie bisher 


(III) u, ar | 
e ee, = (cos 2yo,+sin2yr). » . (5.6). 


S 1 Mess. 3 . 
3} noc;tcos?2y tg (9 — y) sin y 


Im Gegensatz zu den übrigen Stoßwellenfronten fällt somit die von (III) herrührende Deformation 


‘ bei der Annäherung an die Kopfwelle ab und verschwindet in derselben. Es liegen hier somit 


die gleichen Verhältnisse vor, wie sie bereits bei der Diskussion der Verhältnisse in der Nähe 


der Ecke A gefunden wurden. In der Tat gehen ja die Formeln (5,6), wenn man in ihnen d=a/2 


und 4t& = tesin (y—n) setzt, in die entsprechenden Formeln (4,3) über. 

Die Entwicklungen (5,6) werden ungültig, wenn man in die Nähe des Punktes (' des Bildes 2 
kommt, wenn man bei endlichem & also 9—>y werden läßt. Denn naturgemäß darf bei einem 
solchen Grenzübergang die Kontur R=gt, d.h. &=1—cos d-—y)=(9 —y)?/2 nicht 


überschritten werden. Um auch eine im Zipfel beim Punkt C gültige Entwicklung zu erhalten, 


ist es angezeigt, nunmehr im Gegensatz zu (5,5) 


[ p 2 5 P - 2 L ! „re.er: .E a 
2 = at, (1, )siny+£cosp}, 2= a1 (125°) eosy — Esiny} mit 0-1 < 1 EHRT, 


TRPRTE- 2% } - BE N 
11) Das Vorzeichen der Wurzel erschließt man hier und in ähnlichen Fällen aus Stetigkeitsgründen, etwa 
durch den Anschluß an die leicht übersehbaren Verhältnisse an der Oberflächen Sarac: x 11% = 4 Sin lSneee 
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zu setzen) und dann die Formeln (III) in eine Reihe nach Potenzen von & zu entwickeln. Man 
erhält so die Beziehungen 


am) 1 (1— 1 —2) (sin 2 y)? (cos yl 
we noctcos®2y Eib=2) U sinyl (eos 2yo,+sin2yr,) (9.3) 


Sie stimmt für A< 1 mit der Entwicklung (5.6) überein, wenn man dortö z4 &/2undd 2y +E 
setzt'?). Sie deckt sich für A = 1 mit der Entwicklung (5.4), wenn man dort ebenfalls ® &y + 
setzt, aber wegen (5.7) jetzt R? = «1? {1+&°(1—A)} einführt. 

Der Punkt C erweist sich, ähnlich wie der Punkt A, als ein im Sinn der Mathematik wesent- 
lich singulärer Punkt, in dessen Umgebung die Funktionswerte von S, und S,; bei Annäherung 
an denselben (£—0) wesentlich vom Wert eines anderen Parameters, eben des Parabelindex A 
abhängen. Für kleine & wachsen S, und S, beim Übergang von A = 0 nach A = 1 auf kleinstem 
Raumbereich vom Wert 0 bis zu extrem großen Werten an. 


12) Die Kurven A = konst stellen somit Parabeln dar, welche durch den Punkt © laufen und hier die 
Kopfwellenfront als gemeinsame Tangente besitzen. Letztere ergibt sich aus (5,7) für A = 0, die Schmie- 
gungsparabel an die Stoßfront R = «t für J=1. 

13) Man vergleiche hierzu die Darstellungen (5,5) und (5,7). 


Eingegangen am 3. Juli 1949. 


Morphologisch homogene Funktionen und ihre Erzeugung 
durch statistische Superposition von Elementfunktionen. Il 


2.>Teil; Einige Hinweise und Beispiele zur Anwendung der Theorie 


Von Hanswalter Giesekus in Göttingen 


Es wird ausgeführt, wie man aus dem Produktidurchschnitt oder dem Spektrum morphologisch homogener 
Funktionen (mhF), die durch statistische Superposition quadratisch integrierbarer Elementfunktionen 
erzeugt worden sind, Rückschlüsse auf die mittlere Gestalt dieser Elemente ziehen kann, und dies wird spe- 
ziell am Beispiel einer solaren Funktion erläutert. Abschließend folgen einige Bemerkungen über anderes 
Schrifttum zum Thema der mhF, insbesondere wird das Bartelssche Persistenzkriterium diskutiert. 


The product-average and the spectrum of morphologically homogenous functions (mhF), generated by 
statistical superposition of element-functions, are considered as basis for inferences on the average shape of these 
elements. This is discussed for the exemple of a solar function. Finally, a few remarks on the literature on 
mhF are given, especially on Bartels’ persistence crilerion. 


En partant du produit moyen et du spectre de fonctions de morphologie homogene (mhF), construites 
par superposition statistique de fonctions d’el&ment, des conclusions sont tirees sur la forme moyenne de 
ces &l&ments, et cela est Eclairci par l’example d’une fonction solaire. Enfin quelques remarques sont faites 
concernant la litterature sur les mhF et sp£cialement le eriterium de persistance de Bartels. 


B 9Toü pa6oTe mMORasbIBaeTcH, KAK HA OCHOBAHHN ‚‚cpenHero IPOHSBeNeHusn‘‘ 1 ‚„‚CHeKTPpa‘“. 


Mopdosoruyecku ONHOPOoAHEIX byukumli (mhF), mosyyeHHBIx CTATUCTNUYeCKUM HAJIOSKCHHEM 
KBAAPATUYeCKH HUHTErPHUPYyeMEIX PYHRIIUH-SIIEMEHTOB, MOIKHO CYAHTB O cpenHeii dopMme ITux 
BIeMEHTOB, ITO) HOACHACTCH HA IPuMepe cosmpHoi bynkumm. B sakımoyenne paccMmaTpHu- 
BAWTCH HEKOTOPBIe Apyrue pa6oTs mo Bonpocy mhF, B ocodennoern odcympaerca Bap- 
TeIeBCKUÄu Kpurepnä ep3ucTeHuun (MOCTOAHCTBA). 


I. Einleitung 


Wir haben im ersten Teil dieser Arbeit morphologisch homogene Funktionen (mhF) aus 
Elementfunktionen aufgebaut, d. h.-wir haben unter der Voraussetzung einer statistischen Ver- 
teilung berechnet, wie der Produktdurchschnitt oder das Spektrum der mhF aussehen muß, 
wenn die entsprechenden Größen für die Elementfunktionen bekannt sind. In der Anwendung 
wird diese Fragestellung von völlig untergeordneter Bedeutung sein gegenüber ihrer Umkehrung: 
Was kann man aus dem Produktdurchschnitt bzw. dem Spektrum der mhF in bezug auf die sie 
erzeugenden Elemente schließen? Beide Fragestellungen sind ihrem Wesen nach völlig ver- 
schieden: Die erste ist absolut eindeutig, die zweite dagegen unendlich vieldeutig. Aber es ist 
ja nicht so, daß man nur auf den Produktdurchschnitt bzw. das Spektrum allein angewiesen ist. 


Vielmehr wird man qualitativ stets wissen, von welchem Typ die untersuchte Funktion ist, 


z.B. ob ihre Elementfunktionen gleichgestaltig angenommen werden können bzw. mit welcher 


ungefähren Verteilung ihre Gestalt variabel ist, ob eingeprägte Perioden vorhanden sind, ob die 
- —  Dichtefunktion konstant, periodisch oder selbst wieder eine- (nicht rein periodische) mhF ist, 
endlich, ob die Elementfunktionen statistisch unabhängig verteilt sind oder aber eine positive, 
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negative oder oszillierende Anomalie zu erwarten ist. Das hier aufgez.igte Problem zerfällt in 
zwei Teile: Zuerst muß man vom Produktdurchschnitt K(r) bzw. dem Spektrum X(w) der 
mhF auf das mittlere Produktintegral k(r) bzw. Spektrum %(w) der Elementfunktionen schließen 
und dann aus diesen Größen die mittlere Gestalt f(t) der Elemente ermitteln. 


Il. Der Schluß von K(r) bzw. Ko) auf. k(r) bzw. k (o) z 


$1. Die Funktion der Sonnenfleckenflächen 


Da es für die Lösung des vorstehenden Problems sicher kein allgemein anwendbares Rezept 
gibt, wollen wir uns darauf beschränken, ein spezielles Beispiel zu diskutieren, nämlich die 
Funktion der Sonnenfleckenflächen, der sogenannten Greenwicher Areale. (Siehe dazu: Wald- 
meier [1].) Die Elementfunktionen (nullter Ordnung) sind hier durch die Flächen der einzelnen 
Flecken, die (der Dichte zugeordneten) Elementfunktionen erster Ordnung durch die Gesamt- 
fläche der Flecken einer Gruppe, diejenigen der zweiten Ordnung durch die Flächen aller Flecken 
gegeben, die zu ein und demselben Zyklus gehören. 


Bild 1 gibt nun den Produktdurchschnitt dieser Funktion schematisch wieder. Links ud: ae 


f . n { B 
eisgiarg  F  ee 


rechts stehen beide Male dieselben Größen, nur ist der Abszissenmaßstab verschieden gewählt. 
Wir erkennen sofort, daß dieser Produktdurchschnitt sich in mehrere Anteile zerlegen läßt. Da Er 
ist zuerst der innerhalb weniger Tage abgeklungene Anteil X7z (oberhalb der punktierten Linie), het . 
der den kurzlebigen Einzelflecken zuzuordnen ist. Er wird in der praktischen Analyse wohl ei 
immer nur als „„Störung‘‘ angesehen werden. Dann folgt der Anteil Kg der Fleckengruppen. u 
Diesem ist in auffälliger Weise eine periodische Funktion mit 27-tägiger Periode multiplikativ | 
überlagert — der Einfluß der Sonnenrotation. Wenden wir uns nun dem langsam veränderlichen 3 
. Teil Kz zu, so haben wir auch hier Er 

ie; 4b wieder eine ausgeprägte Periodizi- ER- 
tät. Diese hat jedoch ihre Ursache 

nicht in irgendeiner Rotation, son- RR - 

dern in einer sehr langlebigen oszi- u 

‚lierenden Anomalie der Zyklenver- -_ 

teilung!). (Näheres darüber s. 82, Be 

N insbesondere Bild3.) t = E 

| Alle in der Einleitung zum a2 & 

1 EBERGENB. 2,27, Kal 2 1. Teil genannten sölaren Funk- E- 

tionen haben nun qualitativ de 

gleichen Eigenschaften wiedieoben 

diskutierte Funktion der Fecken- 

flächen. Auf Grund der feinen 


Unterschiede zwischen ihren Pro- 
0 27 56 81 108 15 menge 0 Mm 22 38 44 55 66 Tre Auktdurchschnitten (bzw. Spk 

- __tren) aber kann man wichtige Aus- 
sagen machen: Aus den Unter- 
. ; schieden in der Lebensdauer kann ° 
man auf innere Zusammenhänge zwischen den Elementen der verglichenen Funktionen, -audr 9% 
Variationen der überlagerten Rotationsperiodizitäten auf die „„Randverdunklung‘‘ der einzelnen“ ER 


Abb.1. Der Produktdurchschnitt der Sonnenfleckenareale (schematisch). 
Links der kurzperiodische, rechts der langperiodische Gang 


BLÄTTER 


Strahlungsarten und damit auf die optischen Tiefen ihrer Quellen schließen, usw. yeh 

Es ließe sich eine Fülle weiterer Beispiele anführen, doch müssen dies n 

tungen hier genügen, sollte ja damit nur gezeigt werden, daß man trotz jener 
deutigkeit in der Fragestellung in praktischen Fällen doch sehr oft mit a 

keit auf die Gestalt der Produktintegrale oder Spektren der Elementfunktion 

durchsehnitte oder Spektren der den Elementfunktionen eingeprägten pe: 
: 1 ER Eee Fee 


In 
e 
F 


schließen kann. 


Fa 


| ZuleL 
. „Zu einem Punkt sollen indessen noch einige weitere Bemerkun r 
Einfluß der statistischen Anomalie. Diese wird oft nicht quantitativ zu b sti 
nur ganz grob abgeschätzt werden können. Es sind abe h x 
wo man gerade den Produktdurchschnitt (bzw. das Spe 


Anomalie zu bestimmen. Dazu muß natürlich die mittlere 
kannt sein. RL EN. Br 


$2. Einige Beispiele für den Einfluß der st 


ES 
Dr 


ee 
Ih; 


‘) In dem Anteil Kg dagegen ist keine Anomalieverze BB 2 
‚Bonnenoberfläche in ihrer heliographischen Länge statistisch ı 
2 - Pr" 
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DB En Mar kann dem Produktdurchschnitt u.U. das Benandensein einer Areale sofort an- 


a sehen, nämlich dann, wenn diese negativ ist und die Elementfunktionen überall positiv (oder null) 
Br ‚sind, oder wenn die Ancmale oszilliert und die Elemente weder selbst Periodizitäten enthalten, 
= ‚noch ihnen solche multiplikativ überlagert sind (im Sinne von Rotationseinflüssen usw.). 

jr Es sei ein gänz einfachesBe eispiel einer Funktionen mit negativer Anomalie aufgezeigt, näm- 


lich die im 1. Teil, Kap. I. $2 behandelte mhF, wenn man jede zweite Elementfunktion weg- 
‚läßt. Aus Gl. (67) folgt für, die Wahrscheinlichkeit der ende — wir müssen nur c durch 2c 
und n durch 2n ersetzen: 


h - Be En x x (2 cd)2r-1 Be 
Bar: BE eine nee n. A@B): 
Bi Dann nimmt nach a. (69) die Anomalie die Gestalt 
Ba h e ud DE RAPE Sin (2 c|0]) e Jo2e#l —_1= — ce tell. RE RI 
3 an, und das reduzierte Produktintegral lautet damit: 

x) =) —c | etelaiklr—9)d0 8. (80), 


Da cim Beute der e-Funktion steht, so ist die ,‚Mulde‘‘ für kleine ce ganz flach und wird mit 
wachsender Konzentration immer enger und tiefer. Dabei bleibt aber ihr Inhalt unabhängig von e 
stets 2/2 (d.i. die Hälfte des Inhalts von k(r)). 


. 2 5  Abb.2. Das reduzierte Produktintegral der ‚‚Rechteckfunktion‘‘ mit negativer 
a Ben \ Anomalie (nach 1. (79)) für Teranklädene Konzentrationen 


[2 


: Dies zeigt uns Abb. 2 deutlich. Als besonders einfache Blenentfünktion wurde hier die 
„Rechteckfunktion‘ gewählt. Ihre Definition und ihren Produktionsdurchschnitt (in der Ab- 
bildung die gestrichelte Gerade) s. Gl. (88) und use = Damit nimmt das reduzierte Produktinte- 
=, die Form aba 22% 

S Te PR 

»tn) = "6n , 
Na SR 80 
ese rhokdion ist in der Abbildung für die o-Werte 1, 10 und 0,1 dargestellt. Im Grenzfall ganz 


5 leiner Konzentration strebt x (r) gegen k (7), im entgegengesetzten Grenzfall c— © gegen 
1/2 k k(r), während für e > 1 die Verzerrung am deutlichsten in Erscheinung tritt. 


(1—|:)+ e (erh enteCof cr) ‚im Intervall (—1,1) 
: (88). 
2798 außerhalb 


ir statt der oben betrachteten mhF eine solche betrachten, wo anstatt jeder zweiten 
©: Elementfunktion atenengela sen, es so erhalten wir eine Anomalie mit einer 
uch) =—ofeslnt2, g-dcla sin 4ecj0l} Bee. 2.6 2 .5(82 


1, wie kompliziert in der Praxis auftretende Anomalien sein können, sei als 
die Gm Ba Anomalie der Verteilung der Sonnenfleckenzyklen 


n a 30 Zyklen aus sde 178. 
stand z' / 
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dürfte nr s das Ergebnis nicht merklich ändern. Aus der Abbildung schen v wir, wie stark die Ver- 
teilung von der Normalverteilung abweicht. Bis zum 9. Glied stehen die einzelnen W,„-Summan- 
den getrennt nebeneinander, um sich von da ab erst allmählich zu überlappen. Man kann aus 


Ba Sr. 


Abb. 3. Die Anomalie in der Verteilung der Sonnenfleckenzyklen.?2) (Die vertikalen 
Geraden teilen die Abzisse in Intervalle von der Länge des mittleren Abstands zweier 
benachbarter Zyklen ein) 


diesem Bild schon weitgehend erkennen, wie das zugehörige K (r) aussehen wird (s. Abb. 1): Die 


Oszillation wird erst nach ca. 10 Zyklen abgeklungen sein; in der Sprache der Geophysiker aus- 
gedrückt: die Wiederholungstendenz hat eine Dauer von etwa 100—120 Jahren. 


III. Der Rückschluß von k(r) bzw. k (0) auf f(t) und von KP(r) bzw. KP(o) auf P(i) 


$1. Die Problemstellung 
Wir nehmen an, daß wir das im vorhergehenden Kapitel beschriebene Problem gelöst hätten 
und müssen nun noch den zweiten Schritt zurück tun, nämlich von den Produktintegralen der 
Elementfunktionen bzw. den Produktionsdurchschnitten der eingeprägten Funktionen?) auf diese 
selbst zurückschließen. Das ist, wenn wir von k(r) ausgehen, das Problem der Auflösung einer ein- 


fachen nichtlinearen Integralgleichung vom Faltungstyp, wenn wir von k(o) ausgehen dagegen 
nur das Ausziehen einer Quadratwurzel 2 


fotos) 


und anschließende Fourier-Transformation. Aber, wenn wir die Aufgabe \ von dieser Seite her 
sehen, wird sofort das Hauptproblem deutlich: ft) ist fo ) äquivalent, k(o ) liefert aber nur 
dessen Betrag, während die Phase durch unser Verfahren (darauf wurde im 1. Teil, Kap. II. $2 
bereits hingewiesen), prinzipiell nicht bestimmt werden kann®). Unser Problem hat also wieder 


“eine unendliche Mannigfaltigkeit von Lösungen, da jede Funktion 


I 
- [En EL IRI, 


mit willkürlich vorgegebenem @(w)5) eine ie darstellt. Die Aufgabe wird also wieder darin 
bestehen, zusätzliche Bedingungen, denen f(t) genügen muß, aufzufinden und zu versuchen, da- 

mit das Problem eindeutig zu machen. Solche Nebenbedingungen können z. B. sein: Verschwin- 4 
den von f(t) außerhalb eines endlichen t-Intervalls, Annehmen nur nichtnegativer Werte, Sy= rss? 
metrie, ae Abfall nach beiden Seiten von einer Maximumstelle aus, usw. Mathematisch 


?) Das Stärkerwerden der Schwankung am Ende der dargestellten Kurve ist nicht reell, sondern findet ee 
We nt darin, daß die Zahl der zur Berechnung von W„ benutzten Werte mit wachsendem n immer RR. 
xleiner wir Sr 

) Wir wollen diesen dem ersten ganz ähnlichen Fall im folgenden nicht immer mitnennen. 
4) Wir verdeutlichen das noch einmal am Beispiel der einfachsten mhF aus dem 1. Teil, Kap. III ER 
Wenn diese Funktion eine definierte Phase haben soll, so muß die Phasenfunktion von S (@) (s. Gl. 4) > 


D(o) = Im 10x. gri@t ı nd & ERBEN! - En - er 
j=1 ! ; RN. a N En 
für alle N einen eindeutigen Erwartungswert besitzen. Das ist aber nicht der Fall. ER 


5) Genauer: für &>0, da selbstverständlich die Bene PR == ER gelten muß. 


7. angew. Math. Mech. 
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werden diese Fragen vielleicht sehr verwickelter Natur sein, für die Praxis wird jedoch in vielen 


- Fällen die Eindeutigkeit innerhalb aller zur Konkurrenz zugelassenen Funktionen außer Frage 


<tehen. 


'$2. Auflösung mit Hilfe von Modellfunktionen 

. Es sollen zwei Verfahren skizziert werden, die, wenn wir uns von der Eindeutigkeit über- 

zeugt haben und wir f(t) nur in seiner ungefähren Gestalt bestimmen wollen, verhältnismäßig 

schnell zum Ziel führen. Das erste Verfahren geht vom Produktintegral aus und beruht ganz 

einfach auf dem Vergleichen der vorliegenden Funktion mit einem Satz von Modellfunktionen. 

Damit uns das anschaulich wird, müssen wir uns einige Eigenschaften von k(r) vergegenwärtigen: 

Durch das Produktintegral sind uns zwei Größen der Elementfunktionen unmittelbar ge- 
geben, und zwar ihr linearer Inhalt s durch 


ER ER EEE TA.) 
und ihr quadratischer Inhalt g durch 
Be are an ee (86); 


Wenn %k(r) von einem Wert r, ab stets verschwindet, so gibt diese Größe zugleich das Intervall 
an, in welchem f(t) allein von Null verschieden ist®). Bei periodischem Produktdurchschnitt ist 
deren Periodenlänge zugleich die Periodenlänge der gesuchten Funktion. In diesem Falle ent- 
spricht dem linearen bzw. quadratischen Inhalt ein linearer bzw. quadratischer Mittelwert. 

Eine nullte Näherung ist nun bereits dadurch gegeben, daß man durch die Größen q und s 
der Elementfunktion f(t) eine „äquivalente Rechteckfunktion‘ 


q re Ede 

= im Intervall en ) se 
|: 29-:.2q . (87) 

0 außerhalb 


zuordnen kann. g/s = a heiße die „‚äquivalente Amplitude‘, s?/g = ! die ‚„‚äquivalente Lebens- 
dauer‘ von f(t). Mit Hilfe dieser Größen normieren wir nun unser Produktintegral so, daß sein 
Anfangswert und sein Inhalt beide gleich eins werden. Dann stellen wir uns eine Folge von Mo- 
dellfunktionen her, welche ebenfalls dieser Normierungsbedingung genügen und vergleichen den 
Produktdurchschnitt der zu bestimmenden Funktion einfach mit denjenigen der bekannten Mo- 
dellfunktionen. Auf diese Weise können wir f(t) im Prinzip beliebig genau approximieren. 

Wir wollen hier nur ganz wenige solcher normierter Modellfunktionen angeben, deren Pro- 
duktdurchschnitte sich durch elementare Ausdrücke darstellen lassen: 


1. Die (bereits mehrfach genannte) ‚‚Rechteckfunktion“ 


BGE | 1 im Intervall 5 : 5) . (88). 
a lo außerhalb 
Ihr Produktintegral ist: ei 
a n | | ahsrhäih ER 
2. die „symmetrische Dreieekfunktion“ 
2 9 : 2792 
real, im tea 3)... (89) 
0 außerhalb 
' 3 de E> Ir? | im Intervalı(— = =) 
i | 
kai?) E i = Iz| = = 22 |eim Interval(— 4,3) und ee ; ) ET 
0 ; - außerhalb 
x 3. die „symmetrische e-Funktion“ 
>r Mi nn 2 2 al, (90) 
ee, = een 2. 2 (90), 


6) Allerdings ist, wie wir an den folgenden Beispielen schen können, dieser Wert in der Praxis meist 


I 5 nur sehr ungenau zu bestimmen, da k(r) die r-Achse fast immer mit horizontaler Tangente berührt. 


N { - 
4 
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4. die cos-gestaltige Elementfunktion 


En 


le. > 


bo 


6. die „Glockenfunktion‘“ 


7. die ‚„‚rechtwinklige Dreieckfunktion“ 


Rl=r2 8 
0 
9 27 

er er 3 
ug rt | 
E 1) £ 

8. die „abgeschnittene e-Funktion“ 
2e2t F 

Js (t) ar; r 


hal) = ea A 


Die numerischen Werte der angegebenen Produktintegrale Se in Tafel 
Es fällt dabei auf, wie wenig sich die Werte der verschiedenen symmetrisc 
bis %k,) voneinander unterscheiden, ebenso diejenigen der unsymmetrisch 
kg). Dagegen zeigt der Verlauf der symmetrischen gegenüber den verwan 


8 EL > 
cos —t DER 
7 Tr 
_ außerhalb 
"im Intervall & 
außerhalb 


ne im Interyal(- 


So=Vlert.... = en, 
ka) =er”t 


-Nach diesen symmetrischen noch einige extrem unsymmetrische Elementfunktionen: e% 


im Intervall © ). 
; außerhalb 


im Intervall (= Fir = 


‚im Intervall Er 3 
Buferhalb 


= außerhalb 
Rene En, (9a). 


im Intervall 0.5) Zr = a 


außerhalb = ii = En = 
im Intervall 3-3): = 
re SS, RE 


© 


" Funktionen Da U Unterschiede, wie Abb. 3 nr Die Funkti nen an 


v | k, | k; 
0,0 1,000 1.000 
01 0.900 0,969 
DI2.Nd 0,800 0,885 
0,3 0,700 0,764 
0,4 0,600 0.622 
0,5 0,500 0,473 
0,6 0,400 0,331 
0,7 0,300 0,216 
0,8 0,200 0,128 
0,9 0,100 0,068 
1,0 0,000 0,031 
a — 0,010 
1,2 = 0,004 
1,3 > ea 0,000 
1,4 — 0,000 
1,5 — Dr 
1,6 = er 


- 


® 


.. 
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haben (wie alle stetigen Elementfunktionen) die Anfangssteigung X’ (0) = 0, dagegen diejenigen 
vom zweiten Typ (wie alle unstetigen Elementfunktionen) eine negative Anfangssteigung (für 
rechtsseitigen Limes), welche hier stets kleiner ist als diejenige der Rechteckfunktion. ‚Außerdem 
hat k(r) bei den Funktionen 


vom ersten Typ stets eine * BIS: HE Rt) Bari 
Wendetangente an einerend- 0x. -—- &M 10 — So 7) 

lichen r-Stelle, bei denjeni- EN, 

gen vom zweiten Typ da- ga 

gegen nicht”). Endlich neh- 6 06 

men von einem bestimmten 7 

ab die k(rT)-Werte unserer a e 

unsymmetrischen Funktio- 02 

nen wesentlich langsamer ab _ ne —. 
als die der gegenüberge- 0 02 00 06 08 10 12 at 00 02 06 06 08 10 1 14 T 
stellten symmetrischen Funk- ap». 4. Produktinte grale verwandter symmetrischer und unsymmetrischer Funktionen 
‘tionen. Ur, fz und fs, Js) 


“ Aus diesen wenigen Beispielen erkennt man schon, was man in einfachen Fällen aus dem 
Verlauf des Produktdurchschnitts ablesen. kann, insbesondere auch, mit welcher Genauigkeit 
man etwa f(t) bestimmen kann, wenn k(r) mit einer vorgegebenen Unsicherheit behaftet ist. Die 
Methode muß selbstverständlich im Falle, daß der lineare Inhalt s = 0 ist, insofern modifiziert 
werden, als man an Stelle der Bedingung s = 1 dann eine andere Normierungsbedingung wählen 

. muß. 
$3. Auflösung durch Fourier-Analyse 


Die zweite Methode ist auf symmetrische bzw. antisymmetrische Elementfunktienen zuge- 
schnitten und geht vom Spektrum aus. Da man ja in der Praxis stets vom Fourier-Integral zur 
Fourier-Reihe übergehen kann, und obige Bedingung für die Phase dann nur die Werte +1 und —1 

« übrig läßt, so dürfte bei den meist nur wenigen zu berücksichtigenden Koeffizienten die Wahl der 
richtigen Vorzeichen keine besondere Mühe machen. 


Ein mathematisch ganz analoges Problem liegt vor bei der Bestimmung von Kristallstruk- 
turen durch Röntgen-Interferenzen. Die gemessenen Linien- bzw. Reflexintensitäten sind dem 
Betragsquadrat der Koeffizienten der (natürlich hier dreidimensionalen) Fourierentwicklung der 
‚Ladungsverteilung direkt proportional. Die Phasen bleiben aber auch hier unbestimmt und man 
- ist auf Probierverfahren angewiesen?). 


Wieder müssen, wie auch im vorigen Kapitel, diese wenigen sen genügen. Sie 
sollten ja nur einige Fingerzeige für die Anwendung der in dem ersten Teil der Arbeit dargestellten 
Theorie geben. In der Praxis wird wohl jeder Problemstellung eine eigene, von allen andern mehr 
oder weniger verschiedene Methode angemessen sein. 


W. Einige Bemerkungen zum Schrifttum über morphologisch homogene Funktionen. 
Das Bartelssche Persistenzkriterium 


$1. en rtrtum über Periodenforschung usw. 


Es ann Beh der Sinn dieses Schlußkapitels sein, einen erschöpfenden Überblick über das 
Schrifttum zum Thema der mhF zu geben, sondern es sollen hier nur einige zusammenfassende 

- Arbeiten genannt werden, deren Fragestellung mit der unsrigen besonders nahe verwandt ist, 
E _ und welche diese deshalb in gewissem Sinne ergänzen.?) Da wäre zuerst die Monographie von K. 
- Stumpff [3] zu nennen. Sie enthält — außer einer ausführlichen Darstellung der Approximation 
empirischer Funktionen, (die u.U. in Form von gleichabständigen diskreten Zahlenfolgen gegeben 


& = sein können,) durch Fourier-Reihen sowie praktischer numerischer und instrumenteller Metho- 
den der Harmonischen Analyse — die Schustersche Periodogramm-Theorie, d. i. eine statistische 


ur 


ae "Betrachtung über die ‚‚Realität‘‘ der aufgefundenen Periodizitäten mit Hilfe des zentralen 
“ been") Et De der unserem Produktdurchschnitt äquivalente Autokorre- 


Arbeiten finden sich ausführliche Literaturnachweise, insbesondere _in [3], [4] und [5]. 
Feng steht i in einem er inneren Zusammenhang mit unserm K(), 


en zusammenfassenden ‚Bericht hierzu gibt A. Be enpfeld” 1. 
iese 


; ; EEE YET S1c 2 Angew; Maik; Mech; 
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lationskoeffizient!!) definiert und ausführlich diskutiert. Diese Untersuchungen werden durch 
die (zum Teil auch von Stumpff referierten) Arbeiten von J. Bartels [4—7] weitergeführt. 
Das hierin wesentlich Neue ist, abgesehen von einer überaus anschaulichen Darstellung der 
harmonischen Analyse mit der sogenannten „Periodenuhr‘‘ (harmonie dial), die Ausdehnung 
der Schusterschen Überlegungen auf Reihen mit „Erhaltungstendenz“. Es werden hierfür 
Maßzahlen eingeführt und ihr Einfluß wird an zahlreichen Beispielen erläutert. Besonders eng 
aber berühren sich die dortigen Untersuchungen über die Unterscheidung von ‚‚persistenten“ 
und „‚quasipersistenten‘‘ Periodizitäten — in unserer Ausdrucksweise: von echten und virtuellen 
Spektrallinien — mit dem Gegenstand der vorliegenden Arbeit. Auf die verschiedenartige 
Beleuchtung dieses Problems mit den früher genannten Begriffen und insbesondere demjenigen 
der „‚Irrfahrt‘‘ (random walk) kann hier nicht eingegangen werden, wohl aber wollen wir das 
‘all diese Überlegungen implizit in sich enthaltende Persistenzkriterium in unserer Sprache noch 
kurz formulieren und damit einen letzten Schritt von der Abstraktion der Theorie zur Wirklich- 
keit der Anwendung zurück tun: Wir wollen nämlich die Kenntnis der mhF anstatt im ganzen 
unendlichen Intervall nur in einem beschränkten Teilintervall voraussetzen!?). 


$2.. Das Bartelssche, Persistenzkriterium 
Wir teilen das ganze — vorerst noch unendlich ausgedehnt gedachte — t-Intervall in lauter 
Teilintervalle der Größe h ein und betrachten den Mittelwert der Spektren dieser Abschnitte 
als Funktion von 4: 


i N |(n-+1/2) 7% a 2 

m ei 

K(h,o) = lim ZZ Ft) dt (97). 
; No 2 N Hr 1) h (n—1/2)h V2r - 


Wir bestimmen seine Gestalt für den Fall der fastperiodischen Funktion [s. Gl. (10a) und (11a)] 
und erhalten dafür nach einfacher Rechnung? 


„ro ee IE g 


3 I Fon) ee a Be ee LIDL 
7 
Das ist nun auch ein virtuelles Linienspektrum mit einer ganz speziellen einfachen Linienform. 
Aber — und darin liegt das entscheidende Moment — diese Form ist von h abhängig, derart, 
daß die Höhe der Linien linear mit A wächst und die Breite entsprechend abnimmt, so daß ihr 


Inhalt unabhängig von h erhalten bleibt. Ihre Halbwertsbreite ist in guter Nähefung gegeben 
durch: | 


K (h,o®) =- 


> 
2 PR 
a, 


Das Abschnittsspektrum K (h, ©) einer nicht rein periodischen mhF läßt sich nicht in dieser ein- 
fachen Weise explizit angeben, aber man überlegt sich leicht, daß sich dieses, wenn nur A genügend 
groß gewählt wird, beliebig wenig ändert, also von einer gewissen h-Grenze ab praktisch mit 


K(o) gleichgesetzt werden kann, abgesehen natürlich von eventuell vorhandenen @,- ‚Stellen 
(d.h. persistenten Periodizitäten) und deren unmittelbarer Umgebung. ° ” 
Auf der Erkenntnis dieses unterschiedlichen Verhaltens beruht das Bartelssche Kriterium, 
welches wir ganz kurz in folgender Weise formulieren können: 
Ist H die Länge des zur Analyse benutzten t-Intervalls, so ist jeder echten (= persistenten) 
Periode eine Spektrallinie zugeordnet, deren Halbwertsbreite den Erwartungswert 


‚2% Zr 
So Sn 99 Se 
a : Re 
hat. — Dies ist eine notwendige, nicht aber hinreichende Bader ‚Eine solche Ken es prin- 2 ei 
zipiell auch gar nicht geben. — Alle Linien mit wesentlich größeren Halbwertsbreiten gehören Na 
dagegen sicher zu quasipersistenten Periodizitäten'®). 3: ihTESE Be a; 
1!) Zwischen beiden besteht die Beziehung: Se 5 ICHS 
Ka), EEE EN ar id NER 2 . 
Ri) K(0)° j i } ve ct IR ud 
Der Ausdruck niokorrelstionskocii hr für R(r) rührt daher, daß man EHER a matieh als BE 
l: ation, der Funktion F(t) mit der gleichen, nur um 7 verschobenen Funktion F(i—) uffassen kann. 


12) Der andere noch mögliche Schritt, nämlich von der kontinuierlich ‚gegebenen F 
Reihe soll dem Leser überlassen bleiben, da dieser in unserm Fall stets. ee 
in obigen Arbeiten diskutierten Funktionen, 
33) Der genannte Autor selbst benutzt nicht die Halbwertsbreite, so 
schriebene h- -Abhängigkeit der Ordinaten zur Follunserasbauyge 


für Eigenwerte 
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In diesem Falle gibt uns 
dw/2) 
Reit = OPER" ER nr einaa 1.0 U dee Game ne . „(100) 


eine Maßzahl für die Größenordnung der mittleren Lebensdauer der zugehörigen Periodizität, 
die wir deshalb „effektive Lebensdauer‘ nennen wollen. 
Überträgt man diese Überlegungen auf den Produktdurchschnitt der mhF, so ergeben 
diese eine denkbar einfache, fast selbstverständliche Aussage: 
Ist H die Länge des zur Analyse benutzten Intervalls, so ist 
H/2 


"K(H,?) = + Ft) Fit — ?) dt“) 


—H/2-+r 


nur im-Intervall (— H, H) von Null verschieden. Eine persistente Periodizität muß in diesem 
Fall in diesem ganzen Intervall, wenn auch mit nach beiden Seiten abnehmender Amplitude, 
vorhanden sein, während alle wesentlich früher abgeklungenen Periodizitäten sicher quasipersi- 
stenter Natur sind. 

Vergleicht man die vorliegende Arbeit!5) mit den oben besprochenen Abhandlungen, so 
kann man den wesentlichen Unterschied vielleicht am besten so kennzeichnen: Während diese 
sich fast ausschließlich auf die Untersuchung persistenter und quasipersistenter Periodizitäten 
beschränken und-die Erhaltungstendenz nur soweit berücksichtigen, als zur Vermeidung von 
Fehlschlüssen bei statistischen Betrachtungen notwendig ist, wird hier die Erhaltungstendenz}*) 
selbst, genauer: die sie quantitativ beschreibenden Transformationen Produktdurchschnitt bzw. 
Spektrum, in den Mittelpunkt der Untersuchung gestellt und aus deren Gestalt auf die innere 
Struktur der von ihnen repräsentierten mhF geschlossen. 

Herrn Prof. Bartels möchte ich für die gegebenen Anregungen und sein förderndes Inter- 
esse an dieser Arbeit meinen herzlichen Dank aussprechen. 


Mr 0.4 4.108) 
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14) In der Praxis wird man statt dessen K(H, r) oft wie folgt definieren: 
: H]2 
Fit) Fti— r)dt.. . (101a). 


Das ist allerdings nur solange vernünftig, wie r<H ist. 
15) Die Überlegungen des 1. Teils, Kap. III, $ 2—5 wurden im wesentlichen, allerdings in mathematisch 


weniger exakter Weise, bereits früher veröffentlicht [8]. 


16) Die Wiederholungstendenz erscheint nur als deren Spezialfall. 


Eingegangen am 30. Juli 1949. 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Bemerkungen zu einem Einschließungssatz Be Brunkkon gg > p,9,2) = {p}, (p, — Kon- 
. ) , 


In einer früheren Arbeit!) wurde vom Verfasser im  stanten, p,= een funktionen) gewonnen. Um 


Rahmen einer Extremalaufgabe eine Verallgemeinerung 
des bekannten Kryloffschen (= Weinsteinschen) 
ESUuHaPEDgseatZEs für den Fall einer mehrgliedrigen 


Mr 


AN: T; Töhmssn:! Beiträge zur numerischen Lösung Hnearer 


. - Eigenwertprobleme, Z.angew. Math. Mech. (1949), 8. 341—56 und 
r a Heft 1,2. [Im folgenden kurz als (BI) und (B II) zitiert. ] 


‚Auch die in "vorliegender Mitteilung benutzten Bezeichnungen 


s a hieraus, 


die numerische Arbeit bei der Ausrechnung dieser 
Schranken herabzudrücken, wurde gezeigt, wie sich 
dafür Näherungswerte bestimmen lassen. Hier soll 
vorgeführt werden, daß diese „‚Näherungswerte‘“ durch- 
aus selbständige Beachtung verdienen. 

Wie früher (in B I) sei eine en g 


y(@) 1 [ K(&, 5) y(s) d 


mit regulärem symne Kern vorgelegt; Te 
gr: \tionen sind immer über ein festes endliches Grund- 


Koordinatenfunktionen p,(2) = 9a (x), deren Iterierte 
f Ki, s) p, (s)ds voneinander linear unabhängig sind?), 
werden mit r 
(a) = Kia, 5) 9 T" (s)ds 
Schwarzsche Konstanten 
av = x rd Ee fu @ pm (a) ds 
smsn=0,], 
berechnet, (sie sind von m unabhäß%ig) und die sym- 
metrischen Determinanten 


vo 


a) DA) = la — (+ A) ee] 
b) D,(©, A) = ar -Aabll: (2) 
ER | 
zusammengestellt. £ 


Von den Ergebnissen in (B Il) interessiert hier be- 
sonders aus Abschnitt 2 ‚+ und 6/C: 


Satz I: Zwischen jedem reellen Parameter t und jeder 
‚Lösung A,(k,t) von D zb A) = 0 liegt mindestens ein 


Eigenwert der GI. (1). (Dabei kann auch A,(k, t) selbst 
dieser Bigenwert sein.) 

Satz II: Näherungen für die Parameterwerte t,; mini- 
maler Schrankenweite bp ... Ayr(k,t) (es handelt sich 
allgemein um relative Minima) findet man mit den Lö- 
sungen A,(k,©)von D,(©, A)=0 als A,(k, ©) nächst- 
gelegene Wurzeln der Gleichung Din 2A,(k, ©)-t) =0.?) 

Diese Ergebnisse lassen sich schnell in eine über- 
sichtlichere und für numerische Rechnung zweckmäßi- 
gere Form bringen: 

Zuerst wird aus D,(®, A)=0 A,(k, ©)o =1,2,...k) 
bestimmt. Dann kann mit: der Abkürzung 


2 = (A,(k, o) 2 2, rl) 


und Gl. (2a) für Satz IL 


| D,(t,2A,(k, ©) —t) (4) 
= ,a,°-2A,(k, oo)a} %+ As(k, ©) a Araye] = 0 
gebildet und gelöst werden. Die 4? kind dabei alle reell 
und nicht negativ, sie sind Maximum-Minimum-Werte 
des Quotienten aus einer nicht negativen und einer 
positiv-definiten symmetrischen quadratischen Form?): 

k 

I P,p,|@°—24,(k, ©) a} °+ Ask, ©) a3] 


P — 
„a P,Po a)? (5) 


1, e=1 


fh — A,(k, oo) ptD}? da 


froh da 


n 


mit 


IP 2 P, Py- 


?) Der zur GI. N gehörende Quotient quadratischer Formen 


PD are] e ) a”? 

s,0o=1 A er 2 Pete 

hat dann einen positiv-definiten erh die Determinante Dy(®,4) 
also genau k Wurzeln [vgl. auch @1.(5) und Fußnote 4]. 


®) In (BII) wurden die Näherungswerte für im durch er be- 
zeichnet; 


zweiten Größen betrachtet werden, 


Ebenso istjetztdie Reihenfolge der Ac(k,t) usw, beider Nume- 3 
rierung belanglos — mehrfache Wurzeln werden aber weiterhin / 


ihrer Vielfachheit entsprechend oft gezählt. 


* Vgl. z.B. R.Courant und D. Hilbert: Methoden der 


mathematischen Physik I. Berlin: Julius Springer, 2. Aufl. (1931 
496 S. — hier insbesondere 8,19 ff. EL - » 


wire 
? Benötigt, da sie nach Gl, (3) dem in Satz IL, geförderten 
gebiet erstreckt. Ausgehend von k stückweise stetigen 


Es wird nach GL.(: 000 R e. 
ty = A,(k,®) AR 5 AR 0). . (6). RR 
Schon aus Symmetriegründen (vgl. BI, Abschre E4 


 Ayelk ty) = 2 A,(k, Be. (k, ©) Fe 


hier kann die Unterscheidung wegfallen, da nur MS ss 


“ Von den Lösungen der qı. (4 


A,(k,o) nächst, benachbarten iger ı entspricht, 


und 6/C) soll das zugehörige Ay (k, ty,) in der Reihe 
der. ty, selbst: vorkommen. Vergleich der Bedingung 
Diktars Ayı(k, ty))= 09 und Gl. (4), die von ur ben; 
_friedigt wird, bestätigt sofort 


ber 
= 


ARESBNBEN mit Satz I ergibt das BEL TER & 4 
As — Aolk, o)| <4,, ra .. rn 


Unter A, ist dabei zumindest der A,(k, o) war 


gelegene Eigenwert. von Gl. (1) zu versiehän® Allge- 
meine Überlegungen in (B LI), Abschnitt 2, sichern bei 


” 
7 = 
.; 


geeigneten Annahmen über die Vollständigkeit der Bw RE 
daß bei k>o4,,>0 strebt. k 2 > 
Damit ist auch für den Fall eines ee RE $ 
Ansatzes eine der gewöhnlichen Kryloffschen Schanke 
analoge Form des Einschließungssatzes nach SazI 
und LI gefunden ; beim eingliedrigen Ansatz geht: GI. (7) Br: 
unmittelbar in den Satz von Kryloff über. Weiter ist Be - 
an Gl.(7) die besonders intensive Ausnutzung der RR 3 
A_(k, oy, charakteristisch. Diese Größen hatten sich ja 7 
schon in (B II) als Eigenwertnäherungen gezeigt. (Und I 
zwar im Gegensatz zu älteren Arbeiten [Ritz-Galer- Ser 
kin] unabhängig von der Definitheit der Aufgabe. I er 


Stellt man einmal} s > A,(k, ©) voran, so wird man 
bei Betrachtung der Determinante Dil A) in a 6 - 
unmittelbar auf den Ansatz Fr > 

A,k,@) +4, A= Aylk, FA x et De = u 

a Einsetzen und die Forderung lal= —-Min gibtz Br 2 

dann sofort: die, Bestimmungsgleichung (4) für A... 

Einen anschaulichen Einblick in das ‘Wesen dr Er 31 
> 

n 

i 


GEHT 
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Schranken nach Gl. (7) vermittelnbesonders Bild5und 
die zugehörigen Bemerkungen im Abschnitt: 6/C von =, = 
(BII); Verallgemeinerungen N ‚dabei Far 

wichtiger Hilfssatz a ar 


‚Satz: z II: a in: der  Funkianenmannifligkei es 


halten, 50 besteht u mit iu Dy6, 4) - 0 definier 
er Kurve Alk, el aus den r- „Geraden 
Ay; ‚„A= _ Ay; 8 = 1,2 2. . r und 


HE = Ei. über den sic dh 
lassen: Alk—r, 1) ist als Funktio : 
ablen t eine he Kurve 2( i 


Nach a. (2)* sind die A(k,t) Extremalwerte einer 
Variationsaufgabe. Konkurrenzfähig ist die Funk- 
tionenklasse {Y},- Sind darin Eigenfunktionen y, » 


..., Y,, enthalten, so lassen sich diese nach dem 


Schmidtschen Verfahren durch‘\weitere k — r dazu 
und sogar untereinander orthogonale Funktionen 
7a Yu BR 23 aus {p},, zu einem System ergänzen, für 
B 
E das = 53 6, Y, En >> 6 „= by evident ist. 
- v=r+1 
y IR der Extremalaufgabe Gl. (2)* und der ihr entspre- 
3 chenden Determinate Gl. (3)* werden also auch nach 
3 Vertauschen der p, wit Ya, bzw. %, die früheren Lö- 


sungen A(k,t) gewonnen. N ist aber infolge der 
Orthogonalität der neuen Koordinatenfunktionen bei 


en est (mit 3 vs sugar Ay): 


= YayYne de =; Oo ’ 


Ya 
v v Y 
4 = 790,0 , 
%y %y 
2 
Ay en I, 
undbei var-.0>r% E 
a 
u y,d=0, 0-0, 
vo (aye v Ayo 
a, 3 02 = FE ZN 
er s &y &y 


Damit lassen sichin Dj. (t,A) aus der 1. bis r. Zeile die 
: t-A , tA t A 
z Faktoren en ee ee re 
. Ay 73 Ay Ay 
> v v v 
5 herausheben und — da in en r ersten, Zeilen außer- 
halb der rar nur Nullen stehen — 


er sprechend: 
ee a 
RE | = ig 


&y 


Damit ist der erste Teil von Satz II Den, Die 
_ erhaltene Restdeterminante D,_,(t, A) hat nur noch 


Bar  (k — r) Zeilen und ‚Spalten; sie definiert die in Satz IIT 
en "Funktion A(k —r,t). Ihr entspricht die 
'ariationsaufgabe Se (2)*, wenn nur die Funktionen- 


Klasse Wr 


r ehe Fr enthält. Die abschließenden 
a, über D,.-,(4A) werden der Bequem- 


2 6 yY%y zugelassen ist, die keine 


Er unktionen vorausgesetzt werden, 
hauptete Symmetrie ergibt, Dy{, A) unmittel- 


a 


rend man bei der Asymptotenbestimmung 
un genügt 
pn —1 zu verfolgen. 


1. (17) [nm BI] für 
BAR T = Bach einem 


x # t A 
G PErH vl %y 0 
En schreiben. a der Determinante“ D, (®, a ist ent- 


* anknüpfen - — nur a Dr jetzt als frei von 


Aylıe auf n: En 4) und damit die Ge- 


ti r. ©. ‚0% ietrdie Nenner- 
rd 


Satz von Weierstraß — als stetige Funktion der 
auf einen abgeschlossenen endlichen Bereich be- 
schränkten Variablen p, und des Parameters t, der 


ebenso auf einen endlichen Bereich eingeschränkt. wer- 
den kann, einen Minimalwert MS 0. Da auch die 
Zählerform stetig von den gleichen endlich vielen be- 
schränkten Variablen abhängt, ist die Stetigkeit des 
in Gl. (10)* betrachteten Quotienten in t und zwar 
gleichmäßig für alle möglichen p, gesichert. Nach be- 
kannten Prinzipien der a Housrerfuitne [vel. z.B. 
Courant-Hilbert a.a. O., insbesondere S. 364] sind 
damit auch die Extremwerte x, überall stetige Funk- 
tionen von t. Mit Gl. (12)* überträgt sich das, von 
Polstellen bei # = Ak, 0) abgesehen, auch auf die 
A(k,t). Der Rest der Behauptungen in Satz ILL folgt 
aus Abschnitt 3in (BII). Man beachte dabei, daß bei 
Abwesenheit von Eigenfunktionen in {p},, verschiedene 
<, zZin </, > übergehen (u. a. kann 7, (y,t) = u,(y) 
ausgeschlossen werden, da sonst y eine Eigenfunktion 
sein müßte — vgl. die folgende Zeile). A(k,t) = t [in 
der Gl. (23)* also entsprechend 7,(y, t) = t] kann un- 
möglich eintreten, da dann z. B. nach Abschnitt 6/C 
von (BII) in {ph Eigenfunktionen enthalten wären. 


Zum Abschluß ein Zahlenbeispiel zur Schranke 
Gl.(7). In. (BI), Abschnitt 6/C wurde die Aufgabe 
y’+&mz+)y=0, y(0)=y(l) =0 behandelt. 
Mit den Koordinatenfunktionen 9% =einng, m = 
sin 2 u ergeben sich nach Gl. (2)/(4) (7) ) die Schranken 


Rs, — 0,580 7|< 1,436 2°; |25, + 3,580. °|< 0,5 
[Man vgl. hierzu Abschnitt 6/C in (BIT), dort sind auch die 


mit dem gewöhnlichen Kryloffschen Satz und den Ansatetunk- 
tionen 9, oder g; erhaltenen Schranken angegeben.] 


Zum Vergleich wurden schließlich im Ansatz 
{p}3 = Pı Yı + P5 9, entsprechend zu Ritz-Galerkin 
die Konstanten 9,, 2, berechnet [d.h. aus einem linearen 
homogenen Gleichungssystem mit der Koeffizienten- 
determinante D,(©,A)] und mit den so erhaltenen 
Funktionen 9, rid 9, die gewöhnliche Kryloffsche 
Schranke zusammengestellt: 


läs, — 0,580 2°] <1,452.2°; 


, + 3,58022| <0,5957°. 


‘ Die Ergebnisse sind hier nicht wesentlich schlechter 
als die zuvor nach Gl. (7) erhaltenen; es läßt sich aus 
den ‚Extremaleigenschaften der A(k,t) nach Gl. (2)* 
ableiten, daß sie auf keinen Fall besser sein können. 
Der Beweisgang sei angedeutet: Die Ritzschen Eigen- 
funktionen p, sind zu A_(k, ©) gehörende Extremal- 
funktionen. Sie ergeben daher als einzelne Koordi- 
natenfunktion über Gl.(7) eine Kryloffsche Schranke 
As — 4A,|S 4, beider A, = A,(k, ®) ist, und 4, 
durch Eintragen von p, nn 4A (kb, ©) in GI. (4) u 
(5) erhalten wird. Während ‚bei Ser Bestimmung der 
Schranke A,, in Gl. (5) die gesamte Funktionen- 
klasse {p},. Verntet wird, genügt für A, eine ein- 
zelne Funktion daraus; wegen der nalen 
schaften von A;, ist damit 4,,= 4,. 


Zusammenfassend ist festzustellen, daß mit Gl. (2b), 
(4), (7)eine praktisch brauchbare Verallgemeinerung des 


 Kıyloffschen Einschließungssatzes erhalten wurde; 


die Bedeutung liegt — im Zusammenhang mit den 
unter!) genannten Arbeiten betrachtet — darin, daß da- 
mit ohne Kenntnis irgendwelcher Hilfsgrößen mit 
a aeärigen. Ansätzen unter Herausstellung der 
A,(k, ©) konvergierende Eigenwertschranken be- 
a sind. 
- Daneben wurde ein wichtiger Hilfssatz ange- 
\ schrieben, der über die hier und früher wesentlich 
- benutzte durch D,(t,A) =0 definierte algebraische 


Kurve A(k,t) ride Auskunft: erteilt. 
Den, . N. J. Lehmann, 
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Ein einfaches Verfahren zur Ermittlung der 
gesamten Zerstreuungsfigur optischer Geräte 
aus der meridionalen Durchrechnung auf 
Grund der Bildfehlertheorie dritter Ordnung. 


I. Allgemeines 


Die Kenntnis der gesamten Zerstreuungsfigur op- 
tischer Geräte, besonders. der, sagittalen Ausdehnung 
® dieser Figur ist für die Beurteilung namentlich der in 
ihren Leistungen hochgezüchteten optischen Geräte 
von großer Bedeutung. Das gilt in ganz besonderem 
Maße für die Okulare der Feldstecher mit scheinbraen 
Gesichtsfeldern von 70° an aufwärts. Die Ermittlung 
der gesamten Zerstreuungsfigur mittels numerischer 
Durchrechnung von windschiefen Strahlen nach den 
bekannten Verfahren [1] [2] [3], nachLebede w[4] 
odernachdem von G. Pradel und mir neuerdings an- 
gegebenen Interpolationsverfahren fünfter Ordnung [5] 
ist trotz der in dem neueren Verfahren erzielten Fort- 
"schritte in der Verringerung des Rechenaufwands noch 
so umständlich, daß man alle diese Verfahren nur als 
letzte Kontrolle nach erfolgter Korrektion anwenden 
möchte. Man braucht aber während der Korrektur- 
arbeiten einen ungefähren Anhaltspunkt für den Ver- 
lauf der Zerstreuungsfigur, besonders deren sagittale 
Ausdehnung. Einen solchen Anhaltspunkt gewinnt 
man in einfacher Weise aus der Seidelschen Bildfehler- 
theorie dritter Ordnung. Das im folgenden näher be- 
schriebene Verfahren hat nur die Durchrechnung von 
zwei Komastrahlen im Hauptschnitt und die astig- 
matische Rechnung zur Voraussetzung. Es ist nach 
erfolgter trigonometrischer Durchrechnung mit dem 
Rechenschieber in etwa einer Stunde durchzuführen. 
Beschränkt man sich nur auf die Kenntnis der sagit- 
talen Ausdehnung der Zerstreuungsfigur, dann er- 
fordert das Verfahren nur noch einen Rechenaufwand 
von etwa 10 bis 15 Minuten, 


° 


II. Ableitung des Verfahrensin all- 
gemeiner Form 
Man macht für die Unschärfefehler dritter Ordnung 
auf der Bildseite den der Seidelschen Theorie entspre- 
chenden allgemeinen Ansatz: 
N RC) 


Amer = (m? -- M?) m, $ 
: +(M?+3m}) A+m,Tg 

Asag = (m} + M})M,S+2m,M,A+M,Sg .. (1b) 

m, und M, bezeichnen in der herkömmlichen Weise die 
i meridionale und sagittale Koordinate der Eintritts- 
pupille, Die übrigen Größen A mer, A sag, 8, A, Tg, Sg 
sind als Abkürzung eingeführt und hängen mit den 
entsprechenden Größen der 
folgendermaßen zusammen: 


> 2 


a nn ut 1 a A Te aha 22 x A Eee 


ea) Kr ie 


a)fürunendlichfernes Objekt, Bild 

imendlichen 
Amer, Asag: Koordinaten der Abweichung des Durch- 
stoßpunktes des Strahles durch die 


E; Gaußsche Bildebene vom Gaußschen 
s Bildpunkt. 
# en TRUE. 
Er. S=—- 7 JR (2) 
R. LINE 
A=+> —Hfiteo, ZI, (2b) 
ü ee. 
p a N: 
g=— >"—-f, too, ZULE2020) 
2 nn," k 
FAR ee: Fe 
De: ae tg? w, VI . (2d). 


b) fürteleskopisches System 


A mer: Winkelabweichung des in den Hauptschnitt 
projizierten austretenden Strahles gegen den 
Hauptstrahl. 

A sag: 
projizierten austretenden Strahles gegen die 
Achse. 
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Seidelschen Theorien 


Winkelabweichung des in die Sagittalebene- 


, er M ‚ 
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A=+2TigmZll..... (eb), 


T9-—, Tnytgtw, ZU . . (80), 
Sg=—gImtgw, 21V... (8). 


e) fürendliches Objektundendliches 
Bild u 
Amer, A sag: Bildhöhenabweichung wie unter a) 


Ss ren; SE. ae 
ee 5 Fear ZILZURGNN (4b), 
: 19-—5 ie = SIT 
AS Kern ie 


In den Gleichungen (2) bis (4) bedeutet: 


I'= Fernrohrvergrößerung, 

ß = Lateralvergrößerung, 

L, = Objekthöhe, 

s; — Eingangsschnittweite des Aparturstrahls, 
2, — Eingangsschnittweite des Hauptstrahls, 
J; = Systembrennweite nach der k-ten Fläche, 


n, bzw. n, — Brechungsindex vor bzw. hinter der 
k-ten Fläche. 


Im übrigen gilt für die Summen die Berecksche Nomen- 
klatur [6]. x Ar 

Für die weitere Ableitung erscheint es nun zweck- 
mäßig, die Gleichung (1) für einen Radius p’ der 


Eintrittspupille zu normieren. Man setzt dann ü 


n und & stellen dimensionslose Kosffizienten dar. 
(1) läßt sich dann in der Form schreiben: 
Anmer=(!+)npPS+ IN? +) pPA+npTg (7a) 
Ag=tä)sp st MmEpPAtEpSg .. (Tb), 
Die Größen p Tg und p Sg, die tangentiale und sagittale 
Zerstreuungslinie, lassen sich aus den astigmatischen 
Durchrechnung bestimmen (Einzelheiten hierüber im 
Abschnitt IV). Es sind also nur noch die Unbekannten 
S und A zu ermitteln. Dazu sind zwei Komadurch- 
rechnungen erforderlich. Die Koordinaten der Eintritts- 
pupille dieser Komastrahlen seien: S 
für.den ersten ‚Strahl: n=u; &=0, = 
für den zweiten Strahl: „= u; &=0.: 000% 
Die dazugehörigen Bildfehler betragen dann: A 
für den erstenStrahl: Amer = k,; Asag—=0, 
für den zweiten Strahl: Amer = k,; Asag—=0. 
Damit erhält man aus (7a) das Gleichungssystem: 
WPS+ MP A-k—mpTg.... a) 
wpPS+t ep A=kh—mpTg... (bb) — 
dessen Lösung lautet: _ Be RE er 
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dieses in (7) eingesetzt, liefert die Interpolations- Ill. Herleitung von Sonderfällen für 


gleichung in der allgemeinsten Form die Rechenpraxis 
u : [ 2 ‘Die Gleichungen (13) haben in der allgemeinen 
Amer En en kı— (&) k, Form für die Praxis wenig Bedeutung, da die Zer- 
(1 3 | s : streuungsfigur fast immer nur für eine kreisförmige 
ei >2 u, ET Pupille von Interesse ist. (Der Einfluß der Rand- 


vignettierung läßt sich leicht abschätzen!) Außerdem 
+ [ : (i ı)ı. | kann man übereinkommen für u, und u, besonders 
j 2 


Ri | r Werte allgemein festzulegen. Es sollen daher die 
3a? \l = a; Formeln für folgende Sonderfälle angeschrieben werden: 
L; N 
5 = u . (10a). a) kreisförmige Pupille u,, u, beliebig, 
1 = b) kreisförmige Pupille, die Komastrahlen gehen 
IHTgın— (M+t& 2 durch deren Rand, 
p Ab (7 72 In afı FR c) kreisförmige Pupille, die Komastrahlen gehen 
u Kerr = ebenfalls durch deren Rand, die Zerstreuungsfigur 
soll jedoch für einen anderen Pupillenhalbmesser 
1+ Ei berechnet werden, als den für den die trigonome- 
(3m? rar trische Rechnung vorliegt. 
een! 8 
3 
Ka ; a) KreisförmigePupille, u,, 4, beliebig. 
Ang = EEE (1, (ms Man setzt 
1 2 er 
Babe: ze) | Hy N=EnY 0. eh 
M; = OR et (14b). 
3n 18 x Azimut der Pupille, gegen die sagittale Achse gezählt. 
+ — (7) Damit wird (13) , i 
sl „)\ | iny fr Br 
Ha Amer = ee Ir, (22) k, \ 
RR RER UNF en (1-2) My “| 
EN Mı 
EHE RL (6) 211 (14a) 
{1.8 ) 1 = 2 
„( rl 3, (1 &u) | Balyıı) 
2 x 
; ws + pTgsinyx 
u Leer Br 1 
Ihr r CB Wa\ | 
"* im=- ——. lu = (2) hy 
Es empfiehlt sich, in den Gleichungen (9) und (10) an u? (1 E ) \ Male) 
Stelle der Gesamtabweichung k, und k,, die um die ı 
tangentiale Zerstreuungslinie reduzierte Komaab- r ER A) E \r (4b). 
weichung k, und k, einzuführen. Man setzt also 30 ( z = | 1 (a il 
e - r — “ 2 
% 'k=k—wpTg ee LEE E „ka 
BL BEB ERTL, (11b). + P Sg co8.x 


Für die Korrektion haben diese neuen Größen dieselbe b) Kreisförmige Pupille, die Koma- 
Bedeutung wie die auf den tangentialen Bildpunkt be- ° trahlen gehen durchderen Rand. 


. ...zogene Koma-Längsabweichung. Diese neuen Größen Mit „= +1, «= — 1 wird aus (14): 
| en nur noch den Öffnungs- und Asymmetrie- 
RK lörjagaoi er 
_ fehler, | REN RER 
In dieser Schreibweise erhält man für die Gleichungen Amer = — 5 sin x 


(9) und (10) 


ae RE (ART ER kıtk 2 
TR AH Ar EI VAT EEE ner, +2 (1 + 2sintg) + pP Tgsinz 
Fu p u} 1 e) [ 2 . (12a). 
1 1 Le a 
RED REST (2) k 15b 
RL u em a) *f (2b). j e) 
BE RR | ey 7 x f Ha 4 
> BERN N ET 7 0 Dar 2 ARE k 
> Ame = rem. IE _ >) | | Insbesondere gilt für den Sagittalstrahl y = 0: 
> us (1 In; ea) Hal. - 
Bee 16 le S — 
n Fa: DR 4(13a) _kıtks - | (16a) 
a BETEN turen (Amer), = —— > 
en) inne : IA: 
« sr ag a « 2 \ a 
3 3 ( j r 3 p ° (A sag), =z/ K 2 Ka u: pSg / (166). 


Die Seidelschen Koeffizienten 8 und A erhalten dann 
die Form 


Er 
De: =" tr (17a), 
et (17b) 


SR ee 


er, |. 
% 
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c) Kreisförmige Pupille, die Koma- 


strahlengehendurchderenRand,die, 
Zerstreungsfigursollfür die Pupille 


qpermittelt werden: 
Man setzt in (13): 
NEBEN Vet An (18a) 
ECO, nd 
fener „= +, m=—1. 


Man erhält dann: 


He 


Ame = q’-— "sin x 
: : (19a), 
x Patfr 4 2einty) 
+ pqTgsin x 
| hs 
Asag = g°? 2 an 4 
re (196), 
I ae 
En er sin22-+ pqSgcosx 
daraus die Abweichung des Sagittalstrahls. 
(Amer), = gi . ka (208), 
{ 3 kı = k, 20b 
(Asag),_. = 75" + 959 (20b), 
daraus die Abweichung der Meridianstrahlen 
> gkı kg 
(Amer) = +. 90° = @? en 
"a (21a), 
eg 
(A mer), +9 = a Ei 
Er (21b). 
a Sa ea a 


Mit den Formeln (15) bis (21) lassen sich alle praktisch 
interessierenden Fälle erledigen, Ä 


IV. Reehentechnische Ergänzungen 


fürdenGebrauchderInterpolations- 
formeln. 


a) Zur Berechnung von pTg und pSg. 
1.Endliche bildseitige Schnittweite. 


Der Halbmesser der Austrittspupille sei p’, die auf 
die Achse projizierten astigmatischen Längsaberrationen 
bezogen auf die Gaußsche Bildebene werden mit T proj 
bzw. Sproj bezeichnet, der Abstand der Austritts- 
pup:lle vom letzten Flächenscheitel sei #’, die letzte 


Schnittweite s’, dann erhält man für die tangentiale 


und sagittale Zerstreuungslinie auf Grund einer ein- 
fachen geometrischen Proportion: 


Mittel nimmt und vom Intervall zwischen Gaußscher 


; Te 


1 RS 
a Mr T pro — @'— 8‘) 
ae (22b) 


Sp—@—e) 


2. Unendliche bildseitige Schnitt- % 
weite. Bea z 
Die astigmatischen Korrektionen seien als Kehrwerte Be 
der. tangentialen und saggittalen Schnittweiten in ; 
Dioptrien — Dig bezw. Dsg — gegeben. Dann ergibt 5 
sich für die augenseitigen, der astigmatischen Rechnung She: 
entsprechenden Zerstreuungswinkel im Bogenmaß: 


p' Dig 
1000 
EG 
<= AU, 770001 


pTg = Au), > 


Für astronomische Fernrohre ist hierbei zu bachten, 


daß zu positivem p negatives p’ gehört, ES 


‚b) Der zahlenmäßige Wert von ’p‘. 

Bei großen Hauptstrahlneigungen und großen 
Öffnungsverhältnissen weichen die Durchstoßpunkte >: 
der Randstrahlen durch die Ebene, in der der Haupt- Se 
strahldie Achse schneidet, ofterheblich vonden Werten 
der Gaußschen Austrittspupille ab. Insbesondere ist - 
die Pupille stark verzerrt. Verhältnisse von 13:1für 
die Größe der tangentialen zur sagittalen Pupilen- 
ausdehnung sind keine Seltenheit. Erfahrungsgemäß 
verfährt man am besten so, daß man die meridionalen 
Durchstoßhöhen durch die Ebene des augenseitigen 
Kreuzungspunktes des Bildes bildet, aus den so er- 
haltenen Werten des oberen und unteren Strahles das 


Pupille und dem oben gebildeten Mittel ?/, zur Gauß, en en 
schen Pupille zusehlägt, und mit dem so gebildeten 9 
in die Formel geht. Man kann natürlich auch aus dr 
Sagittalrechnung im Hauptschnitt die sagittle 
Pupillsnvergrößerung exakt ermitteln. Im Rahmn 
der hier zu erwartenden Genauigkeit kann man jedoch 


auf diese exakte Bestimmung verzichten.‘ 1.2 155 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


D. Hilbert und W. Ackermann, Grundzüge 
dertheoretischen Logik, (DieGrundlehren 
der mathematischen Wissenschaften in Einzeldarstel- 
lungen mit besonderer Berücksichtigung der Anwen- 
dungsgebiete, Bd. XXVII). 3. Aufl., VLIL + 1558. 
Berlin-Göttingen-Heidelberg 1949. Springer-Verlag. 
Preis: brosch. 16,50 DM, geb. 19,80 DM. 

Von den Grundlagen der modernen Logik, die vor- 
nehmlich von Lotze und Frege ihren Ausgang 
nahm und am treffendsten als funktionstheoretische 
Logik zu kennzeichnen ist, machen wir tatsächlich 
fortgesetzt Gebrauch. Durch sie ist der Bereich des 
Mathematischen oder auch der Anwendungsbereich 
der Mathematik prinzipiell derart erweitert worden, 
daß sie nicht mehr nur Einzelwissenschaft ist. Durch 
systematische Anwendung des in der Mathematik ge- 
übten Formalisierens auf die Logik entstand die Hil- 
bertsche Logistik, deren Symbolismus sich durch Ele- 
ganz und Einfachheit auszeichnet. In diese Theorie 
und die Förderung, die sie durch jüngere Arbeiten 
erfuhr, führt das genannte Werk in geradezu muster- 
gültiger Weise ein. Es ist den Verfassern gelungen, 
den heute noch abseits liegenden abstrakten Stoff in 
meisterhaft plastischem Aufbau klar und faßlich dar- 
zustellen. Vor allem für den an der Axiomatik inter- 
essierten Mathematiker ist die Lektüre ein Genuß. 


. Dresden, M. Draeger. 


Dr. phil. habil. Haus Gebeleir. Zahl und 
Wirklichkeit. Grundzüge einer mathemati- 
schen Statistik. (2. Aufl.) XII + 430 S. mit 52 Abb. 
6 Zahlentafeln und 3 Kurvenblättern. Heidelberg 
1949. Quelle u. Meyer. Preis 12,— DM. 

Die vorliegende zweite Auflage des vielgebrauchten 
Werkes von Gebelein ist ein im wesentlichen unver- 
änderter Abdruck, der unter Benutzung des Satzes 
für die erste Auflage hergestellt ist. Das Buch behan- 
delt in fünf Kapiteln zunächst die beschreibende Sta- 
tistik und die statistischen Zeitreihen, dann die theo- 
retische Statistik und zwar zunächst die homograde, 
dann die heterograde Theorie und schließlich die Kor- 
relationstheorie. Charaktersitisch für die auf der Kom- 
binatorik aufgebaute Darstellung ist u.a., daß alle 
grundsätzlichen Schlüsse für ein endliches Kollektiv 
durchgeführt werden, so daß die an der fertigen For- 
mel durchgeführten Grenzübergänge nur eine nach- 
trägliche Vereinfachung geben, ferner die systema- 
tische Behandlung der drei statistischen Schlüsse und 
die umfassende Verwendung von Orthogonalpolyno- 
men. Als neues Korrelationsmaß wird in dem Ab- 
schnitt über Variationsprobleme der Korrelation die 
Maximalkorrelation eingeführt. In dieser Zeitschrift 
wurde sie vom Verf. zuerst für geometrische Vertei- 
lungen dargestellt (Bd. 21 (1941) S. 364—379. Man 
vergleiche dazu den Aufsatz von Friede und 
Münzner, diese Zeitschrift Bd. 28 (1948) S. 158 
bis 160). Die Gebeleinsche Statistik hat ihre Brauch- 
barbeit durch den schnellen Absatz der ersten Auflage 
bewiesen. Für eine Neuauflage möchte man außer den. 
vom Verfasser ins Auge gefaßten Änderungen wün- 
schen, daß die in den letzten zehn Jahren hauptsäch- 
lich in den angelsächsischen Ländern erarbeiteten 
Methoden stärker berücksichtigt würden. 


Dresden, Willers, 


Dr, Fr, Reutter (apl. Prof. a. d. Techn. Hochschule 
Karlsruhe), Darstellende Geometrie. Bd.ll. 
Kotierte Projektion, Orthogonale 
Axonometrie, Zentralperspektive, 
216 S. mit 210 Abb. Karlsruhe 1949. Verlag H. Braun. 
Preis geb. 12,50 DM. 

Dieser zweite Band ist, wie der erste, aus Vorlesungen 
an der Technischen Hochschule Karlsruhe entstanden, 
also in ständiger Fühlung mit den Bedürfnissen der 
Studenten, insbesondere der Ingenieurstudenten. In 


allen Teilen bringt es zunächst das notwendige geome- 
trische Rüstzeug (Grundbegriffe, Grundaufgaben). Verf. 
versteht es dabei, das Wesentliche herauszuarbeiten 
und klar darzustellen. Die Figuren sind mit großem 
Geschick ausgewählt, sehr anschaulich, geradezu 
plastisch gezeichnet und vermitteln das Darzustellende 
unmittelbar, ohne vieler Beschreibung und Beschriftung 
zu bedürfen. Das Hauptgewicht wird auf sorgfältig aus- 
gewählte Anwendungsbeispiele gelegt. Für die kotierte 
Projektion gibt er nach einigen Dachkonstruktionen 
eine Reihe von Geländeaufgaben, in denen alle Fragen 
und Metkoden, die in der Praxis vorkommen, ihre 
Stelle finden. Für die Axonometrie gibt er eine Reihe 
sehr lehrreicher Beispiele von Vielflachen und Durch- 
dringungen krummer Flächen sowie von Schatten- 
konstruktionen. 

Weit über die Hälfte des Buches ist der Zentral- 
perspektive gewidmet. Auch hier entwickelt Verf. zu- 
nächst sehr gründlich die mathematischen Grundlagen 
sowie den Begriff der perspektiven Verwandtschaft, 
und benutzt sie dann sofort wieder zur Konstruktion 
der perspektiven Bilder des Kreises und der Kegel- 
schnitte,. Weiter gibt er dann die Verfahren der freien 
und gebundenen Perspektive an, wie sie sich insbeson- 
dere aus der Praxis des Architekten entwickelt haben, 
Nach einem Kapitel über Perspektive von krummen 
Linien und Flächen geht er schließlich auf Spiegelung 
und Schatten auf ebene und ‚krumme Auffangflächen 
ein. Einige Beispiele sind so gewählt, daß sich an ihnen 
die verschiedensten Methoden erläutern lassen, so daß 
diese Figuren inimmer anderen Aspekten öfters wieder- 
kehren. In einem Anhang zeigt er das Bild eines be- 
stimmten Hauses in 12 verschiedenen Projektionen, 

Das Buch wahrt gegenüber den anderen Büchern 
über darstellende Geometrie durchaus sein eigenes Ge- 
sicht. Ich selbst ziehe es gern in meinen Vorlesungen 
zu Rate, vor allem, was die Anlage der Figuren betrifft. 
Ich empfehle es gern meinen Hörern wegen seiner ge- 
diegenen und dabei so anschaulichen Darstellungs- 
weise. Auch zum Selbststudium scheint mir das Buch 
auf Grund seiner Stoffauswahl und der ausführlichen 
Darstellung des Gebotenen sehr geeignet. 


Dresden, Ott-Heinrich Keller, 


Otto Toeplitz. Die Entwicklung der In- 
finitesimalrechnung. Eine Einleitung in 
die Infinitesimalrechnung nach der genetischen Me- 
thode. Erster Band. Aus dem Nachlaß herausgegeben 
von Dr. Gottfried KRöthe (Prof. a. d. Univ. 
Mainz) (Die Grundlehren der mathematischen Wissen- 
schaften in Einzeldarstellungen mit besonderer Berück- 
sichtigung der Anwendungsgebiete, Bd. LVI)J. IX -- 
181 S. mit 148 Abb. Berlin-Göttingen-Heidelberg. 
1949. Springer-Verlag. Preis: brosch. 19,60 DM., geb, 
22,60 DM. ä 

Das Manuskript dieses ersten Bandes der Vorlesun- 
gen von Toeplitz fand sich im Nachlaß des 1940 
in Jerusalem verstorbenen Verfassers, Dem Heraus- 
geber muß man dankbar sein, daß er diese wertvolle 
Arbeit der Öffentlichkeit zugänglich gemacht hat. Die 
Aufzeichnungen waren so, daß sie fast unverändert 
gedruckt werden konnten. Die Vorlesung gibt eine 
Einführung in die Infinitesimalrechnung, die den Stu- 
dierenden die Entstehung der Begriffe miterleben 
lassen will. Dabei handelt es sich aber nicht um eine 
Geschichte der Mathematik, sondern nur um die all- 
mähliche Entwicklung ‚‚der Probleme, Tatsachen und 
Beweise, um die entscheidenden Wendepunkte dieser 
Genesis‘‘. Verf. bezeichnet diese Methode alsgene- 
tisch. Er sagt: „Man kann die einzelnen oft explo- 
siv vollzogenen Entwicklungen in der Regel als einen 
Fingerzeig für eine methodische Fortentwicklung neh- 
men. Unerschöpflich kann man so aus der Historie 
für den didaktischen Aufbau lernen.‘ Durch die Aus- 
führung dieses Gedankens ist es gelungen, in den drei 
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Kapiteln: Das Wesen des unendlichen Prozesses, Das 
bestimmte Integral und Differential- und Integral- 
rechnung, anschließend an die historische Entwick- 
lung, beginnend mit der griechischen Mathematik das 
Wesen der Grenzübergänge herauszuarbeiten und dar- 
auf aufbauend systematisch die einzelnen Arten, wie 
Integrieren, Differentiieren, Summieren unendlicher 
Reihen usw. zu entwickeln. Es entsteht so ein oft 
geradezu spannendes Bild dieser Entwicklung, das 
durchgehend den Studierenden fesseln wird und ihn 


Die besprochenen und angezeigten Bücher sind durch den Buchhandel zu beziehen, 


EINGEGANGENE BÜCHER 


Bei der Schriftleitung sind folgende Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung bleibt vorbehalten). 


Dr.-Ing, Fritz Leonhardt und Dipl.-Ing. Wolfhart 
Andrä, Die vereinfachte Trägerrostberech- 
nung. 2568. mit 247 Abb. und Tabellen, Stuttgart 
1950. Julius Hoffmann Verlag. Preis geb. 32,— DM. 


Claus Müller, Zur mathematischen Theorie 
elektromagnetischer Schwingungen, (Ab- 
handlungen der Deutschen Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin. Mathem.-naturwissenschaftl. 
Klasse, Jahrg. 1945/46, Nr.3.) 568. mit 5 Abb. 

erlin 1950. Akademie-Verlag. Preis 7,— DM, 


NACHRICHTEN 


Prof, Dr, Karl Federhofer 65 Jahre alt 


Am 5. Juli 1950 begeht Prof. Dr. Karl Federhofer 
seinen 65. Geburtstag. Er wurde als Sohn eines Loko- 
motivführers in Knittelfeld/Obersteiermark geboren 
und studierte an der Techn. Hochschule zu Graz 
1903—1908 Bauingenieurwesen. Nach der mit Aus- 
zeichnung bestandenen 2. Staatsprüfung war er bei der 
Staatsbahndirektion Linz und im steiermärkischen 
Staatsbaudienst bis zu seiner 1920 erfolgten Ernen- 
nung zum o. Professor der Mechanik an der Tech- 
nischen Hochschule Brünn tätig. Er promovierte 1909 
in Graz und habilitierte sich 1913 an der montanisti- 
schen Hochschule in Leoben. Federhofer war Schüler 
von Forchheimer und von Wittenbauer, als dessen 
Nachfolger man ihn 1923 von Brünn nach Graz berief. 

Seine schon 1908 beginnende wissenschaftliche 
Tätigkeit erstreckt sich auf alle Teilgebiete der tech- 
nischen Mechanik, vor allen Dingen aber auf gra- 
phische Kinematik und Dynamik, sowie Stabilitäts- 
und Eigenschwingungsprobleme elastischer Systeme. 
Die Ergebnisse seiner Forschung legte er in mehr als 
100 Abhandlungen nieder, die zum Teil auch in der Z. 
angew. Math. M>ch, erschienen. Insbesondere lag 
ihm als Schüler Wittenbauers der weitere Ausbau des 
Lehrgebäudes der graphischen Dynamik am Herzen. 
Ihr ist sein Buch ,‚Graphische Kinematik und Kineto- 
statik des starren räumlichen Systems‘‘ Wien 1928 und 
der zusammenfassende Aufsatz ‚Graphische Kinema- 
tik und Kinetostatik‘ in den Ergebnissen der Mathe- 
matik undihrer Grenzgebiete, Berlin 1932, gewidmet. 

Seine 30jährige Lehrerfahrung faßte er 1949 in dem 
Werk ‚‚Prüfungs- und Übungsaufgaben aus der Me- 
chanik des Punktes und starren Körpers“ zusammen. 
Ferner erschien in diesem Jahr das sich im wesent- 
lichen auf eigene Arbeiten stützende Werk „Dynamik 
des Bogenträgers und Kreisringes“, 

Seine hervorragenden Leistungen wurden durch 
eine Reihe von Berufungen, die er aber ablehnte, und 
durch seine Ernennung zum o. Mitglied der Akademie 
der Wissenschaftenin Wien anerkannt. 

Möge Federhofer noch manches Jahr erfolgreichen 
wissenschaftlichen Schaffens beschieden sein. 

Willers. 


Prof, Dr, Constantin Weber 65 Jahre alt, 


Am 14. August dieses Jahres vollendet Dr.-Ing. 
Constantin Weber das fünfundsechzigste Lebens- 
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Z.angew. Math. Mech, 

BqA.30 Nr. R 
ohne Schwierigkeiten zu den Begriffen der modernen 
Mathematik führt. Übungsaufgaben geben die nötige 
Ergänzung und Abrundung. 

Leider liegt von dem geplanten zweiten Band dieser 
Vorlesung nur wenig Material vor, das wahrscheinlich 
nicht ausreicht, um ihn in. der Art des vorliegenden 
herauszubringen. Wenigstens diesen ersten Band 
möchte man in den Händen recht vieler Studierenden 
und Lehrer sehen. 


Dresden. Willers. 


Dr. R, Becker (o. Prof. a. d. Univ. Göttingen), Vor- 
stufe zur theoretischen Physik. VIL-+ 172S. 
mit .94Abb. Berlin-Göttingen-Heidelberg 1950. 
Springer-Verlag. Preis 7,50 DM. 


L. Hefiter (Prof. a.d. Univ. Freiburg/Br.), Grund- 
lagen und analytischer Aufbau der Pro- 
jektiven, Euklidischen, Nichteuklidischen 
Geometrie. Zweite, verbesserte Aufl. 192 S. mit 
66 Abb. Leipzig 1950. B. G. Teubners Verlagsgesell- 
schaft. Preis geb. 12,60 DM. 


jahr. Er wurde 1885 als Sohn eines Arztes in Bären- 
walde in: Sachsen geboren, verlebte vom zehnten 
Jahre an seine Jugend in Rußland, größtenteils in 
Riga, wo sich sein Vater als Lehrer für Sprachen 
niedergelassen hatte. Dort besuchte er die Real- 
und die Polytechnische Schule; anschließend studierte 
er 1906— 1911 in Braunschweig.Maschinenbau. Nach 
dem Diplomexamen war er bei verschiedenen Firmen 
vor allem im Kranbau als Konstrukteur tätig, ging 
1926 als Lehrer an die Maschinenbauschule Dort- 
mund und wurde 1928 als o. Professor für Festigkeits- 
lehre an die T. H. Dresden berufen. Seit November 
1945 ist er Leiter der theoretischen Abteilung des 
Institutes für Maschinenelemente der T.H. Braun- 
schweig und hat einen Lehrauftrag für Sondergebiete 
der Mechanik. Weber hat am ersten Weltkrieg teil- 
genommen und ist schwer verwundet worden, 

Weber stand von Anfang an der Zeitschrift für 
angewandte Mathematik und Mechanik nahe und 
hat den größten Teil seiner Arbeiten hier veröffent- 
licht. In den ersten Jahren sandte er vielfach Berich- 
tigungen und weiterführende Bemerkungen zu Ar- 
beiten anderer ein [2, 3, 7, 12, 13]!). Aber schon der 
zweite Band bringt einen Aufsatz über die Spannungs- 
erhöhung durch kreisrunde Löcher in gezogenen 
Blechen [6], eine Frage, auf die er später zurück- 
kommt [27] und die er nochmals 1942 in einer Disser- 
tation [Hütter, Z. angew. Math. Mech. 22 (1942), en 
S. 322— 335] bearbeiten läßt. Die weiteren Jahrgänge ie 
bringen dann den ersten und dritten Teil seiner Disser- 
tation [9, 11], mit der er 1924in Braunschweig promo- Be 
vierte; sie beschäftigt sich mit der Biegung und dem N 
Schub im geraden Balken und der Übertragung des +5: 
Drehmomentes im Balken mit doppelflanschigem ‘x 
Querschnitt. Dabei fand er den wichtigen Quer- 
kraftmittelpunkt und seine ereinstimm mit 
dem Drehpunkt bei Torsion. Auf die Frage der Dreh- 
festigkeit hatte ihn schon die Untersuchung über die 
Normalspannungen in Aussteifungsringen von Hoch- 
behältern geführt, ein Problem, das er weiter ineinem 
VDI-Forschungsheft [3] und in einem Beitrag zur Fest- 
schriftfür August Föppl [8] behandelte. Aut Grun: 
dieser Arbeiten wurde ober nach Dresden berufer 

Eine andere. Frage, die ihn seit etwa 1930 be 
schäftigte, ist die der Eingrenzungen von Verschie. 
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bungen und Spannungen mit Hilfe der beiden 
Minimalsätze der Elastizitätstheorie [15, 22, 23, 31, 
32]. Eine schöne Anwendung dieser Untersuchungen 
auf die Biegung gekr ümmter, dünnwandiger Rohre 
gibt die von ihm angeregte Dissertation von Carl 
[Z. angew. Math. Mech. 23 (1943) S. 331— 345]. Noch 
zahlreiche ' weitere Arbeiten aus dem Gebiet der 
Festigkeitslehre, z. B. über die Theorie der Härte 
[16, 35], die der Platten und Scheiben [21, 23, 26, 30] 
und über andere Fragen [24, 33, 37, 38] sind in unserer 
Zeitschrift erschienen. Wegen ihrer Anschaulichkeit 
gibt Weber darin der Anwendung der konformen 
Abbildungen den Vorzug vor der Benutzung ange- 
paßter Koordinaten. Aus dem gleichen Grunde ar- 
beitet er gern mit der Aufsuchung von Singularitäten. 
Alle seine Arbeiten zeichnen sich durch systema- 
tischen Aufbau aus. Sie gehen meist: von der An- 
schauung aus und suchen rechnerisch gewonnene Er- 
gebnisse wieder zu veranschaulichen. Erfahrung und 
Sicherheit der Anschauung machen Weber zu einem 
Meister seines Fachgebietes, aus ihm liegen drei zu- 
sammenfassende Darstellungen von Weber vor. 
Außer einem frühen Werk: ‚Die Lehre von der Dreh- 
festigkeit‘“ [3] erschienen neuerdings zwei weitere 
einführende Bändchen: ‚‚Festigkeitslehre‘ [39] und 
„Schwingungen im Maschinenbau“ [40]. Zur Zeit 
arbeitet er an einem groß angelegten Werk „Elasti- 
zitätslehre‘“. 

Eine große Zahl von Arbeiten gehen aber weit über 
sein Fachgebiet hinaus. Er behandelt Fragen der 
Hydrodynamik [14, 19, 20], insbesondere auch der 
hydrodynamischen Theorie der Zapfenreibung [34, 41] 
und der Mathematik, Probleme, in denen’ die An- 
schauung eine Rolle spielt [17, 18, 28,29]; auch 
physikalischen Fragen bringt er großes Interesse 
entgegen. 

Neben dem Forscher darf der ausgezeichnete 
Lehrer und der ‚Studentenvater‘‘ nicht vergessen 
werden. Einen großen Teil seiner Zeit widmete 
Weber von Anfang an der Beratung und Betreuung 
der Studierenden. So war es selbstverständlich, daß 
er im letzten Kriege die Aufrechterhaltung der Ver- 
bindung der Hochschule mit den im Felde stehenden 
Studierenden und den Kriegsgefangenen übernahm. 
Rund 5000 junger Leute hat er so betreut. Wo er 
kann, sucht er auch heute junge, interessierte Hörer 
um sich zu sammeln, um sie zu fördern und zum 
Denken anzuregen. Zahlreiche Dissertationen sind 
so durch ihn veranlaßt, die zum großen Teil in dieser 
Zeitschrift erschienen sind. 

Möge Weber seine. Arbeitsfreude und seine 
geistige Spannkraft noch lange erhalten bleiben. 
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Dresden, Willers. 


Professor Dr. Gerhard Grüss f 


Am 20. Mai erlag Dr. Gerhard Grüss, Prof. an 
der Bergakademie Freiberg, nach langer Krankheit 
einem Herzschlag. Grüss war am 16. März 1902 als 
Sohn eines Rektors in Berlin geboren. Er war ein 
typischer Berliner. Offenbar als Erbe seines Vaters 
hatte er eine ganz hervorragende didaktische Be- 
gabung mitbekommen. Nach Besuch des Humbold- 
gymnasiums studierte er an der Technischen Hoch- 
schule Berlin zunächst 4 Semester Bauingenieur- 
wesen, um dann zur Mathematik überzugehen. Nach 
seinem Diplomexamen 1925 verfaßte er für die 
Deutsche Versuchsanstalt für Luftfahrtforschung 
einen Bericht über neuere Arbeiten auf dem Gebiete 
der Propellertheorie und studierte dann mit einem 
Stipendium der Technischen Hochschule Berlin noch 
l Semester in Göttingen. Von dort zurückgekehrt 
wurde er Assistent von Rudolf Rothe, an den er 
sich schon während seines Studiums eng angeschlossen 
hatte. In Berlin promovierte er 1927 und habilitierte 
sich dort 1929. Nachdem er 1934/35 vertretungsweise 
in Stuttgart über Mechanik gelesen hatte, wurde er 
1935 an die Bergakademie Freiberg berufen, an der 
er bis zu seinem Tode lehrte. Einen Ruf an die Tech- 
nische Hochschule Dresden (1946) lehnte er ab. In 
der schwierigsten Zeit des Wiederaufbaues vertrauten 
ihm seine Kollegen das Rektorat der Bergakademie 
an. Seine aufopfernde Arbeit in dieser Stellung, seine 
daneben ausgeübte unermüdliche politische Tätig- 
keit, die er für die Pflicht eines Jeden hielt, und die 
tägliche Kleinarbeit der Vorlesungen und des Unter- 
richts, die, er in seiner Gewissenhaftigkeit in keiner 
Weise vernachlässigte, führten zu einer vollständigen 
Überarbeitung, die wohl mit die Ursache seiner Er- 
krankung gewesen ist, oder diese doch wesentlich ver- 
schlimmert hat, 

Seiner von Rothe angeregten Dissertation: ‚Über 
Gewebe auf Flächen in dreidimensionalen allgemeinen 
metrischen Räumen“ schlossen sich eine Reihe von 
anderen Arbeiten aus dem Gebiet der Differential. 
geometrie an. Insbesondere beschäftigte ihn der 
Parallelismus von Levi-Civita auf allgemeinen metri- 
schen Flächen. Fast all diese Arbeiten sind in den 
Mathematischen Annalen erschienen. Der Geometrie 
und zwar der anschaulichen Geometrie ist auch eine 
seiner späteren Arbeiten gewidmet, in der er Klarheit 
über den Verlauf der Tangentenflächen einer Raum- 
kurve in der Umgebung einer Stelle mit der Krüm- 
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mung Null schafft. Die differentialgeometrischen 


Arbeiten führten ihn auf Fragen der Variationsrech- 


nung, die er dann ineinem ausgezeichneten heute leider 
vergriffenen Bändchen behandelte. Zu weiteren Ar- 
beiten, z. B. Über vollmonotone Funktionen, Anor- 
male Extremwerte von Funktionen einer Veränder- 
lichen, Über das # im verallgemeinerten Mittelwert- 
satz der Integralrechnung, wurde er durch seine Be- 
schäftigung mit der Analysis angeregt. 

Grüss hätte kein Schüler von Rothe sein müssen, 
wenn er sich nicht auch für Probleme der angewandten 
Mathematik interessiert hätte. So schrieb er eine 
Arbeit über das Kernsche Planimeter. Ferner be- 
schäftigte er sich, angeregt durch Fragen des VDI, 
mit dem Gleichgewicht des Spannexzenters, gab ein 
elementares Beispiel zur Dyadenrechnung, hielt an 
der Hochschule für Leibesübungen Vorlesungen über 
Mechanik. Überhaupt war es die Mechanik, mit der er 
sich gern beschäftigte; davon zeugt z. B. auch ein 
kleiner Aufsatz über. die Funktionalgleichung der 
Seilkurven, Später hielt er auch die Vorlesungen über 
Mechanik an der Bergakademie. Viel Arbeit verwandte 
er auf das Aufsuchen guter Anwendungsbeispiele und 
es war ihm immer eine besondere Freude, wenn er 
gute neuartige Beispiele gefunden hatte. Oft kamen 
ihm die Anregungen zu seinen Arbeiten aus der Praxis 
Das gilt z. B. von der ‚Über das Maximum des ab- 


soluten Betrages von 
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Ein Fehler, den er in einem ausländischen Aufsatz 
entdeckte, wurde der Anlaß zu einer Arbeit über 
Schwerpunktbestimmungen gekrümmter Stäbe be- 
liebigen Querschnittes.. Eine solche Anregung aus 
der Praxis gab auch den Anlaß zu der Arbeit „‚Ahnen- 
verlust und Inzestgrad — eine kombinatorische 
Untersuchung‘, in der er eine neue Maßzahl für den 
Inzestgrad entwickelte. In den letzten Jahren, in 
denen ihn schon seine Krankheit sehr behinderte, 
beschäftigte ihn in der Hauptsache die Abfassung des 
vor einem halben Jahr erschienen Lehıbuches über 
Differential- und Integralrechnung. Hierin ist es 
ihm gelungen, die richtige Mitte zu halten zwischen 
den Forderungen wissenschaftlicher Strenge der Dar- 
stellung und der Verständlichkeit für den Anfänger, 
daneben aber auch die Näherungsmethoden der prak- 
tischen Analysis zu berücksichtigen. In seinem Nach- 
laß fand sich eine Arbeit über das Rollgleiten, die in 
dieser Zeitschrift veröffentlicht werden wird. 

Über dem Wissenschaftler soll aber nicht der fein- 
sinnige, humorvolle, aufrechte Mensch vergessen wer- 
den, der jederzeit für seine Überzeugung eintrat, auch 
wenn es mit Gefahr für seine Existenz verbunden 
war, dessen Erscheinen im Kreise der Fachgenossen 
immer ‘mit besonderer Freude begrüßt wurde. Ver- 
gessen goll auch nicht das persönliche gute Verhältnis 
zu seinen Hörern werden, denen er infolge seines 
außerordentlichen didaktischen Geschickes verstand, 
das unbedingt Nötige in kurzen Vorlesungen erfolg- 
reich zu übermitteln, und für deren Nöte und Sorgen 
er stets Verständnis hatte. Er hatte noch manche 
Pläne,.so hatte er die Neubearbeitung des Bändchens 


von Rothe über Differentialgeometrie, die seines 
eigenen Bändchens über Variationsrechnung in An- 


griff genommen. Feiner hatte er sich bereits Notizen 
für den 2. Band der Infinitesimalrechnung gemacht. 


All diesen Plänen hat nun sein frühes Hinscheiden 
ein Ende gesetzt, allzu früh für alle, die ihn kannten 


und die ihn nicht vergessen werden. 


Dresden. Willers. £ 
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